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Vorwort. 



Von den Voraussetzungen, welche die Grundlage der 
euclidiscKen Geometrie bilden, ist das bekannte elfte Axiom 
fortwährend angezweifelt worden, ohne dass es gelungen 
wäre — trotz aller Bemühungen — einen Beweis für das- 
selbe zu finden. Die Frage nach einem Beweis dieses 
Axioms wurde erst dann vollständig erledigt, als durch 
Aufstellung einer in sich widerspruchfreien Geometrie, die 
sich auf die entgegengesetzte Voraussetzung stützt, die 
, Unbeweisbarkeit dieses Axioms ersichtlich war. Die Idee 
der Durchführung einer auf der Leugnung des Parallei- 
axioms beruhenden Geometrie wurde von Gauss bereits 
1792 gehegt, aber von ihm ausser Andeutungen in Briefen 
darüber Nichts veröflfentlicht. * Vollständige Darstellungen 
sind gleichzeitig von dem russischen Mathematiker Lo- 
batschewsky und den beiden siebenbürgischen Mathe- 
matikern Wolfgang und dessen Sohn Johann Bolyai 
gegeben worden. Des letzteren Arbeiten sind in einem 
Appendix zu einem Werke des ersteren enthalten, und 
zeichnen sich durch eine wahrhaft meisterhafte Darstellung 



* In dieser Beziehuiij? ist der Brief vom 12. Juli 1831 sehr ia- 
teressaut. Vergl. Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher, 
Bd. 2, S. 268—271. 
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aiis. Dieser Appendix des J. B. bildet die Grundlage der 
vorliegenden Bearbeitung, bei welcher ich hauptsächlich 
die Einführung in dieses gegenwärtig bereits als höchst 
wichtiger Theil der Mathematik erkannten Gebietes der 
reinen Geometrie bezweckte, und wozu wegen ihrer Voll- 
ständigkeit und des elementaren Charakters die Schrift 
Bolyais am geeignetsten sein dürfte. 

Bei dieser Gelegenheit dürften auch einige biogra- 
phische Notizen über das Leben und die Werke dieser 
beiden erst in der neuesten Zeit gewürdigten Mathematiker 
am Platze sein. Ich benutzte hierzu die vom Herrn 
Franz Schmidt, Architekten in Pest, (in Grunerts Ar- 
chiv Theil XLVIII) gegebene Biographie der beiden Bolyai. 
Wolfgang Bolyai de Bolya wurde am 9. Februar 
1775 zu Bolya im Szeklerlande in Siebenbürgen geboren, 
besuchte die Universitäten Jena und Göttingen, wo er mit 
Gauss bekannt wurde und mit ihm einen bis zum Tode 
des letzteren dauernden Freundschaftsbund schloss. In 
die Heimath zurückgekehrt, wurde er 1802 als Professor 
der Mathematik, Physik und Chemie am reformirten Col- 
legium zu Maros-Väsarhely angestellt, an welchem er 
bis zu seiner Pensionirung im Jahre 1849 wirkte und wo 
er am 20. November 1^56 starb. Sein Hauptwerk ist ein 
Lehrbuch der gesammten Mathematik unter dem Titel: 
„Tentaraen Juventutem studiosam in elementa Matheseos 
purae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evi- 
^dentiquej huic propria, introducendi. Cum Appendice 
tripliei. Auetore Professore Matheseos et Physices, Che- 
miaeque Publ. Ordinario. Tomus Primus. Maros Väsdr- 
helyini 1832. Typis Collegii ßeformatorum per Josephum 
et Simeonem Kali de Felsö Vist.'* 8^ Mit 4 Kupfer- 
tafeln. 



Tentamen Juventutem etc. Tomus Secundus, ibidem 
1833. Mit 10 Kupfertafein. . Dem ersten Buiide folgt ein 
Appendix seines Sohnes mit folgendem Titel: „Appendix, 
scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut 
falsitate Axiomatis XI Euclidei (a priori haud unquam 
deeidenda) independentem; adjecta ad casum falsitatis, 
quadratura circuli geometrica. Auetore Johanne Bolyai 
de eadem, Geometrarum in Exercitu Caesareo Regio Au- 
striaco Castrensium Capitaneo". Enthält 26 Seiten Text 
mit einer Figurentafel und 2 Seiten Errata. 

Als ein Auszug und Bericht des Tentamen ist die 
Schrift: „Kurzer Grundriss eines Versuches, I) die Arith- 
metik, durch zweckmässig construirte Begriffe, von ein- 
gebildeten und unendlichkleinen Grössen gereinigt, an- 
schaulich und logisch- streng darzustellen. II) In der 
Geometrie die BegriflFe der geraden Linie, der Ebene, des 
Winkels allgemein , der winkellosen Formen und der Krum- 
men, der verschiedenen Arten der Gleichheit u. dgl. nicht 
nur scharf zu* bestimmen sondern auch ihr Sein im Räume 
zu beweisen: und da die Frage, ob zwei von der drit- 
ten geschnittene Geraden, wenn die Summa der 
inneren Winkel nicht =2R, sich schneiden oder 
nicht? Niemand auf der Erde ohne ein Axiom, wie Eu- 
clid das XL, aufzustellen beantworten wird; die davon 
unabhängige Geometrie abzusondern, und eine aufdie J.a- 
Aptwort, andere auf das Nein so zu bauen, dass die For- 
meln der letzten auf einen Wink auch in der ersten gültig 
seien. — Nach einem lateinischen Werke von 1829, Maros- 
Vdsärhely, und eben daselbst gedrucktem ungarischen, 
Marcs -Väsärhely 1851.'' (8% mit 88 Seiten Text) zu 
betrachten, welche auch einen Vergleich des Appendix mit 
Lobatschewsky's „Geometrische Untersuchungen'' enthält. 
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Sämmtliche Schriften W. Bolyai's sind ohne Namen des 
Verfassers ^schienen. • Ausser seinen Berufsgeschäften be- 
schäftigte sich W. Bolyai in der ersten Zeit viel mit Poesie. 

Johann Bolyai deBolya, Sohn des Vorigen, wurde 
am 15. November 1802 zu Klausenburg in Siebenbüxgen 
geboren, kam in die k. k. Ingenieur- Akademie nach Wien, 
wurde 1823 zum Officier befördert und 1833 als Haupt- 
mann pensionirt. Von seinen Schriften ist nur der im 
ersten Band des Tentamen erwähnte Appendix im Druck 
erschienen. Im Jahre 1860 (der Todestag ist unbekannt) 
starb J. B. zu M. Vdsdrhely. 

Beide Männer waren tiefdenkende Math^fematiker , von 
W. B. erklärte Gauss, dass er der Einzige gewesen sei, 
der in seine metaphysischen Ansichten über Mathematik 
einzugehen verstanden habe. Des J. B. 'literarischer Nach- 
lass wurde in Folge einer militärischen Verordnung durch 
einander geworfen, derselbe befindet sich gegenwärtig im 
Besitz -der k. ungarischen Akademie, die eine Ausgabe 
desselben veranstalten will. 

' Was meine Bearbeitung anbelangt, so war ich an- 
fänglich im Zweifel, ob ich eine getreue Uebersetzung des 
erwähnten Appendix mit Zusätzen und Erläuterungen oder 
eine freie Bearbeitung geben soll. Eine Uebersetzung mit 
Commentar wäre jedoch , wenn sie Anfänger über alle 
Dunkelheiten hätte heraushelfen sollen — wegen der Na- 
tur des sich an W. B. Tentamen anschliessenden Appendix 
— etwas unförmlich geworden; zu einer freien Bearbei- 
tung hatte ich mich ausserdem um so eher entschlossen, 
als ich durch eine freundliche Mittheilung des Herrn Ar- 
chitekten Schmidt die Nachricht erhielt, dass Herr Dr. 
König, der Herausgeber des Nachlasses von Bolyai, eine 
Ausgabe des Appendix mit den im Nachlasse enthaltenen 



VII 

Znsät^en beabsichtige. Bei dieser Beai;beitung suchte ich 
meist durch eigene Unter.«uchungen dem Gegenstände einen 
gewissen Abschiuss zu geben , und durch möglichst natür- 
liche Anordnung das Verständniss zu erleichtern. Schwer 
fiel mir die Wahl der aus (Jen Elementen als bekannt 
vorauszusetzenden Sätze; ich habe in den ersteren Arti- 
keln sogar einige Sätze mit Beweis aufgenommen, welche 
in den meisten Lehrbüchern vorkommen , blos um ihre Un- 
abhängigkeit vom Parallelen axiom ersichtlich zu machen. 
Durch die im Artikel 10 des Anhanges enthaltenen Er- 
läuterungen kann die Anwendung der höheren Anaiysis in 
den Berechnungen vermieden werden. Da ferner die Ar- 
tikel 48 — 57 als vom Haupttexte unabhängig betrachtet 
werden können, so erfordert der wesentliche Inhalt dieser 
Schrift ein Minimum von Vorkenntnissen.* 

Um auch Lesern , welche nicht den Appendix zur Hand 
haben, eine klare Einsicht in dessen Inhalt und Anordnung 



* Ich glaubte diesen Umstand hier besonders hervorheben zu 
müssen, da mir von Seite des k. k. Unterrichtsministeriums die Vor- 
lesungen des Wintersemesters 1871/2 „Pangeometrie und Projectivität" 
als zu schwierig beanstandet wurden — trotz der an unseren Uni- 
versitäten doch herrschenden Lehr - und Lemfreiheit. Selbstverständ- 
lich hatte ich diese auf einer schon unglaublichen Ignoranz beruhende 
Beanständigung in gebührender Weise zurückgewiesen. Der betreffende 
Herr Referent kann sich nun hinsichtlich der in dieser Schrift ge- 
gebenen Pangeometrie von der Richtigkeit meiner damaligen Ent- 
gegnung überzeugen, für Projectivität wolle er eines der vollständi- 
geren Lehrbücher der Elementargeometrie oder der neueren Geometrie 
zur Hand nehmen. Was man aber von unseren österreichischen Re- 
formbestrebungen auf dem Gebiete des Unterrichtes zu halten hat, 
wenn sich das k. k. Ministerium für Universitäts- Vorlesungen solcher 
Ifteferenten bedient, die kaum ein auf neuerem Standpunkt basirtes 
Lehrbuch für Mittelschulen gesehen haben, will ich hier nicht erörtern. 
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zu geben, möge (^as Verhältniss zur Bearbeitung dargelegt 
werden. S. 1 des Appendix enthält die Erklärung der 
Zeichen, von welchen die nicht allgemein gebräuchlichen 
h ier gross tenth ei Is vermieden wurden Der Haupttext 
S. 3 — 26 enthält 43 Paragraphen des nachstehenden Inhalts: 
§ 1 enthält die Definition der Parallelen des Art. 8 und d) 
des Art. 5. Die im Art. 8 gegebene Eintheilung der Ge- 
raden einer Ebene ist nach Lobatschewsky. § 2 = Art. 9. 1). 
§ 3 enthält die Vorbemerkung des Art. 9, 3), a). § 4 ist 
Hülfssatz zu §§ 5 und 6 des Satzes Art 9, 2). § 7 = 
Art. 9,3). § 8 ist im Schluss des Art. 9, 2). § 9 = 
Art. 23, 1); der Beweis für Art. 23, 2) fehlt bei B. § 10 
= Art. 24. §§ 11 und 12 = Art. 25 und 26. §§ 13 und 
14 = Art. 7, 2) und Art. 10. § 15 enthält die Erklärung, 
dass die auf das euclidische Axiom sich stützende Geo 
metrie durch System ZI, die nicht euclidische Geometrie 
durch System S bezeichnet wird; ist kein Zusatz gegeben, 
so gelten die Sätze absolut. § 16 enthält den Anfang der 
Anmerkung des Art. 27, dass die Grenzlinie im System 2J 
eine Gerade, im System 8 eine Curve ist. § 17 und 18 = 
Art. 27. § 19 = Art. 26, 1). §§ 20 und 21 = Art. 28. 
§ 22 = Art. 26, 3). §§ 23 und 24 ^ Art. 31. § 25 = 
Art. 29. § 26 = Art. 30. § 27 enthält die im Art. 34 
enthaltene Bestimmung des Verhältnisses der Linie glei- 
chen Abstandes zur zugehörigen Strecke der Geraden, ohne 
ausführlicher auf die Natur dieser Linien einzugehen. 
§ 28 = Art. 32. § 29 = Art. 33. § 30 = Art. 35 § 31 
enthält die Ableitung der Gleichungen 1 ) bis 4) des Art. 44 
für das rechtwinklige Dreieck. Die Gleichung 3) ist bei 
Bolyai anders abgeleitet. § 32 enthält die Materien der 
Art. 48, 49, 50, 58, 64, 67, kurze Bemerkungen über 
Flächenbestimmungen und Krümmungen, Art. 59^hne Zu- 
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satz, Art. 60, 66, Zusätze der Art. 59 und 66, Art. 69, 
65, 68, den Beweis, dass für i; = oo die nichteuclidische 
Geometrie in die euclidische übergeht (nach Anhang, Art. 9). 
§ 33 enthält Erweiterungen dieser Bemerkungen, welche 
in Art. 46 und 47 noch ausführlicher behandelt sind. § 34 
= Art. 36. § 35 = Art. 37. § 36 = Art. 19. § 37 == 
Art. 38 und Art. 39 bis Beispiel. Die in Art. 39 enthal- 
tenen Sätze und Aufgaben sind bei Bolyai nur angedeutet. 
§ 38 = Beispiel des Art. 39. § 39 = Art. 40. § 40 = 
Art. 41. § 41 = Art. 42. § 42 erste Abtheilnng = Art. 43, 
die zweite Abtheilung ist im Art. 66 enthalten. § 43 = 
Art 61, 62, 63; die im Art. 63 enthaltenen Aufgaben 
sind meist nur angedeutet. Dann folgt noch die Bemerk- 
ung, dass zur Ergänzung der Untersuchungen der Beweis 
der Unmöglichkeit der Entscheidung, ob das System 27 
oder irgend ein System S in Wirklichkeit stattfindet , übrig 
wäre. Dies sei für eine günstigere Gelegenheit vorbehalten. 
Hinsichtlich der nicht bei Bolyai enthaltenen Artikel 
mag bemerkt werden, dass von fremden Schriften für 
dieselben nur die „geometrischen Untersuchungen" von 
Lobatschewsky benutzt wurden. Die im Art. 14, 4) an- 
geführte Eigenschaft der nicht schneidenden Geraden 
wurde bei der Discussion der wie ich glaube 'hier (d. i. 
in Art. 51 — 53) zum ersten Male gegebenen Gleichung der 
Geraden für rechtwinklige Cöordinaten gefunden und nach- 
träglich auch auf synthetischem Wege bewiesen. Die Ent- 
stehung der Geraden und Ebene nach W. Bolyai dürfte 
allgemeines Interesse haben, einige unwesentliche Aende- 
ruugen ausgenommen ist dabei die im „kurzen Grundriss" 
enthaltene Darstellung gewählt worden. Gerne hätte ich 
auch eine nähere Angabe der im Kasaner Boten für das 
Jahr 1829 und in den „gelehrten Schriften der Universität 



Kasan'' für das Jahr 1836—1838 enthaltenen Arbeiten 
Lobatschewsky's und von Schweikart's „Die Theo- 
rie der Parallellinien nebst Vorschlag zu ihrer Verbannung 
aus der Geometrie (Leipzig, 1808)'' gegeben, wenn es 
mir möglich gewesen wäre, diese Schriften zur Ansicht 
zu bekommen. 

Herr Architekt Schmidt hatte mir gütigst ein eom- 
pletes Exemplar des so seltenen „Tentamen" und des 
„kurzen Grundrisses" besorgt, für welche Bemühungen ich 
ihm meinen innigsten Dank ausspreche. Ebenso fühle ich 
mich verpflichtet, ♦meinem Zuhörer Herrn Johann Gerst 
für seine bereitwillige Unterstützung bei der Correctur des 
Druckes zu danken. 



Graz, im September 1872. 



J. Frischauf. 
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Einleitung. 
1. 

Durch das Wegdenken der in unserem (empirischen) 
Raum sich befindlichen Objecte gelangt man zum Begriffe 
des absoluten (leeren) Raumes. Dieser Raum — eigent- 
lich Rauraform — bildet den Ausgangspunkt der Geo- 
metrie. 

Punkt, Linie, Fläche und Körper sind die Grund- 
gebilde der Geometrie. Jedes Gebilde kann von einem 
Orte des Raumes an einen anderen gebracht werden; zwei 
Gebilde, etwa Ä und J5, welche sich nur durch die Orte, 
an denen sie sich befinden, unterscheiden, werden con- 
gruente Gebilde genannt und durch A^B bezeichnet. 
Zwei Gebilde , welche aus congruenten Theilen in beliebi- 
ger Weise zusammengefügt sind, werden gleich genannt, 
und zwar inhaltsgleich oder flächengleich, je nach- 
dem Körper oder Flächenraume in Betracht kommen. 

Anmerkung. Die Voraussetzung der Congruenz ist bei allen 
auf Grössenbestimmungen bezüglichen Untersuchungen unerlässlich ; 
denn jede Grössenbestimmung setzt die Möglichkeit des Abtragens 
der Grösseneinheit von einer (zu messenden) gegebenen Grösse, also 
die Unabhängigkeit der Grössen vom Orte voraus. 

2. 

Aus der Verbindung der Grundgebilde entstehen neue, 
durch die Art der Verbindung definirte Gebilde. Eine 
Linie, welche durch zwei Punkte bestimmt ist, heisst eine 

Frischauf, absolute Gcoinctrie. 1 



Gerade. Das zwischen den Punkten Ä und JB liegende 
Stück der Geraden wird eine Strecke genannt. Die 
Strecke bestimmt den Abstand der beiden Punkte Ä und J5. 
Die Kreislinie ist eine ebene Linie, deren Punkte von 
einem nicht in ihr liegenden Punkte gleichen Abstand 
haben, u. s. w. 

Eine Fläche, welche durch drei Punkte bestimmt ist, 
heisst eine Ebene. Durch eine Gerade und einen Punkt 
ausserhalb derselben ist daher eine Ebene bestimmt. Die 
Kugelfläche ist eine Fläche, deren Punkte von einem 
nicht in ihr liegenden Punkte gleichen Abstand haben, u.s. w. 
(Siehe Anhang, Art. 1 — 4.) 

3. 

Die Gebilde werden in begrenzte und unbegrenzte 
unterschieden , bei den ersteren liegen alle Punkte im End- 
lichen. 

In einer Geraden kann man zwei entgegengesetzte 
Richtungen unterscheiden , nach welchen sie ins Unbegrenzte 
verlängert werden kann. Ist daher in einer Ebene eine 
allseitig begrenzte Figur gegeben und schneidet eine in 
derselben Ebene liegende Gerade den Umfang einmal, so 
muss sie hinreichend verlängert denselben mindestens noch 
einmal schneiden. Ebenso schneidet eine Gerade eine 
andere, wenn sie von der einen Seite derselben auf die 
entgegengesetzte übergeht. 

Die Aufgabe der Geometrie besteht nun in der Er- 
forschung der Eigenschaften sowol einfacher Gebilde als 
auch solcher, die aus der Verbindung gegebener Gebilde und 
unter Voraussetzung des Congruenz -Axioms erhalten werden. 

Anmerkung. Die Versinnlichung von geometrischen Figuren 
und iliren Beziehungen durch Zeichnung hat nur den Zweck, eine 
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Uebersicht der Lagenverhältniese und der Anordnung im Allgemeinen 
zu vemutteln. Daraus folgt., dass es nicht nöthig ist, die wahren 
Dimensionen (oder deren Verhältnisse) der Figuren durch eine Zeich- 
nung darzustellen — was für räumliche Gebilde auch unmöglich ist — ; 
sondern es genügt, wenn die Linien, Winkel, . . der Figur durch 
Linien, Winkel, . . in der Zeichnung versinnlicht sind, ohne dass 
man sich zu sehr um die Richtigkeit der einzelnen Verhältnisse zu 
kümmern braucht. Diese Verzerrung kann sogar in den einzelnen 
Theilen der Zeichnung wechseln; namentlich für diejenigen Theile 
der Figur , welche in der vorliegenden Untersuchung gar nicht in Be- 
tracht kommen, kann die Abweichung ziemlich bedeutend werden, 
während es zweckmässig ist, von den in Untersuchung gezogenen 
Theilen der Figur eine möglichst richtige Zeichnung zu liefern. Diese 
beiläufige Andeutung der Lagenverhältnisse der Figuren findet in der 
absoluten Geometrie häufig statt. Aber auch in den angewandten 
mathematischen Wissenschaften verfährt man ja auf dieselbe Art. 
Z. B. Die nahezu kreisförmigen Planetenbahnen werden bei der Unter- 
suchung der elliptischen Bewegung durch stark excentrische Ellipsen, 
hingegen, wenn es sich um die Anordnung der Bahnen im Sonnen- 
system handelt, durch Kreise, deren Radien nicht in den Verhältnissen 
der mittleren Entfernungen stehen, sondern so gewählt werden, da«8 
man eine bequeme Zeichnung erhält, versinnlicht. 



Das geradlinige Dreieck. 

4. 

Zwei Dreiecke sind eongruent, wenn sie: 

a) zwei Seiten und den eingeschlossenen Winkel, 

b) zwei Winkel und die anliegende Seite, 

c) die drei Seiten, 

d) zwei Seiten und den der grösseren Seite gegen- 
überliegenden Winkel 

wechselweise gleich haben. 

1* 



Gleichen Seiten eines Dreiecks liegfen gleiche Winkel 
gegenüber und umgekehrt. 




5. 

1) Man kann jedes Dreieck ÄJBC in ein flächenglei- 
^**- ^- ches ABE verwandeln , in welchem 

die Summe der Winkel A und E 
gleich dem Winkel A des gegebe- 

j^^::! X^ nen Dreiecks ABC ist. 

> 

Verbindet man die Mitte D der Seite BC mit dem 
Punkt A und macht die Verlängerung DE = AD, so ist 

JADG^^EDB] 
addirt man dazu das Dreieck ABD, so erhält man den 
obigen Satz. 

2) Es sei -4 der kleinste Winkel des Dreiecks ABC, 
dieser wird in zwei Theile EAB und EAC = AEB zer- 
legt, welche entweder gleich oder verschieden sein können. 
Wendet man das obige Verfahren auf das Dreieck ABE 
derart an , dass man wieder den kleinsten Winkel in zwei 
Theile zerlegt, so erhält man ein neues Dreieck, dessen 
Fläche und Winkelsumme gleich ist der Fläche und Win- 
kelsumme des ursprünglichen Dreiecks ABC und in wel- 
chem zwei Winkel zusammen gleich oder kleiner sind als 
die Hälfte des kleinsten Winkels A des gegebenen Drei- 
ecks. Durch w malige Anwendung dieser Operation erhält 
man ein Dreieck LMN, welches mit dem Dreiecke -4^(7 
gleiche Fläche und Winkelsumme hat und in welchem die 
Summe zweier Winkel, etwa M und N kleiner ist als 
A:2" , also (für ein hinreichend grosses n) kleiner gemacht 
werden kann als jede noch so kleine gegebene Grösse. 



5 

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks ABC kann nicht grösser sein als zwei Rechte. Denn 
wäre die Winkelsumme = 2 i? + a, so könnte man aus 
dem Dreiecke ABC ein Dreieck LMN erhalten, in wel- 
chem die Summe zweier Winkel kleiner als a, der dritte 
Winkel also grösser als 2JJ sein müsste. 

a) Die Summe der WinkQl eines Dreiecks ist daher 
entweder gleich oder kleiner als zwei Rechte. 

b) Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist entweder 
gleich oder grösser als die Summe der beiden 
inneren nicht anliegenden Winkel. 

c) Damit beweist man auf die bekannte Art: In 
jedem Dreieck liegt der grösseren Seite der 

«»' grössere Winkel gegenüber, und umgekehrt. . 

Zwei Seiten eines Dreiecks sind grösser als die 
dritte, u. s. w. 

d) Durch einen Punkt B ausserhalb einer Geraden 
AA' kann nian eine 

Gerade BM derart » 
ziehen, dass sie mit ^ \r 
der Geraden AA' \ \ ^^^ -^ 

einen beliebig klei- -^ C D K -^ 

nen Winkel bildet. 
Man ziehe willkürlich die Gerade BC^ welche mit der 
Geraden AÄ den spitzen Winkel ACB bildet, mache 
CD = BCf so ist in dem gleichschenkligen Dreieck BCD 
nach b) der Winkel D^^ACB. 

Durch fortgesetzte Wiederholung dieser Construction 
erhält man schliesslich eine Gerade BM^ die mit der 
Geraden AA' einen Winkel bildet, der kleiner ist als 
jede beliebig kleine" Grösse. 
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6. 

Ist in einem Dreieck ABC die Summe der Winkel 

• 

gleich zwei Rechte, so ist auch die Summe der Winkel 
eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechte. 

1) Beträgt die Winkelsumme des Dreiecks ABC zwei 
^^«f- •^- Rechte, so beträgt dieselbe auch in je- 

.A dem vom Dreieck ABC abgeschnitte- 

^-^ \ / \ nen Dreiecke wie ABC, ABE zwei 

jI^ V \^ Rechte. 

Denn würde die Winkelsumme der Dreiecke ABC 
und BBC resp. iR — x und 2B — y betragen, so erhalte 
man durch Addition der Winkelsummen der beiden Drei- 
ecke 2jB — (ic + y) als Winkelsumme des Dreiecks ABC, 
Dasselbe gilt auch vom Dreiecke ABE, 

2) Zerlegt man das Dreieck ABC durch die Höhe 

CD in zwei rechtwinklige Dreiecke, so 
kann man eines derselben, etwa ABC 
durch Anlegung eines congruenten zu 

j) ^ ^ einem Viereck ABCE ergänzen, in wel- 
chem jeder Winkel ein rechter ist. 
Aus dem Vierecke ABCE kann durch fortgesetzte 
Anlegung des gegebenen ein anderes Viereck mit vier rech- 
ten Winkeln und den in eine Ecke zusammenpassenden 
Seiten von der Länge mAE und EG und aus diesem wie- 
der, ein Viereck mit abermals vier rechten Winkeln und 
den in eine Ecke zusammenstossenden Seiten mAE und 
fiEC, wo m und n beliebig grosse Zahlen sind, erhalten 
werden. Dieses Viereck wird durch' eine Diagonale in 
zwei congruente rechtwinklige Dreiecke getheilt, für welche 




die Winkelsumme je 2R beträgt. Von einem solchen Drei- 
eck kann man jedes beliebige andere rechtwinklige abschnei- 
den; die Winkelsumme eines jeden rechtwinkligen, also 
auch jedes beliebigen Dreiecks beträgt daher zwei Rechte. 

Daraus folgt mit Berücksichtigung des vorigen Arti- 
kels : Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist entweder in 
jedem Dreieck gleich zwei Rechte oder sie ist in jedem 
Dreieck kleiner als zwei Rechte. 

Die Entscheidung, welche von diesen beiden Annah- 
men in der Wirklichkeit stattfindet, steht in Zusammen- 
hang mit der Untersuchung der einander nicht schneiden- 
den Geraden, welche in derselben Ebene liegen. 



A' 



B' 



Nicht schneidende Gerade in derselben Ebene, 

parallele Gerade. 

7. 

1) Zwei Gerade AA und J5^, welche von einer 
dritten Geraden AB derart geschnitten Fig. 5. 

werden, dass die Summe der innern Win- 
kel , welche auf derselben Seite der schnei- 
denden Geraden AB liegen, zwei Rechte 
beträgt, können sich nicht schneiden. 

Sind AÄ' und BB" die Rückverlän- 
gerungen von AÄ und J5B', so können 
die Gebilde ÄAB^ und B"BAÄ' zur 
Deckung gebracht werden. Würden sich 
daher AÄ und BB' schneiden, so müssten sich auch 
AÄ' und BB!' schneiden. Es ist daher die Existenz von 
einander nicht schneidenden G^r^den in derselben Ebene 
nachgewiesen. 



A 




A 



n 



E 
B 



B 
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(2 Ist C die Mitte von AB, und DJB eine beliebige 
durch C gezogene Gerade, so beträgt auch die Summe 
der beiden auf derselben Seite von DE liegenden Winkel 
zwei Rechte. 

Aus JGAD^JCBE folgt Winkel ABG^CEB, 
also 

A'BE + B'ED=^A'DE^{2B-A'BE) = 2R. 




B 



B' 



8. 
Man kann nach dem vorigen Artikel in einer Ebene 
Fig. 6. durch einen Punkt A ausserhalb einer 

A' ^ Jf Geraden B'B" mindestens eine die Ge- 
rade BB' nicht schneidende Gerade -4' J." 
ziehen, indem man etwa AB JuB'B" und 
A'A" ±AB zieht. Alle im Punkt A halb- 
begrenzten Geraden auf derselben Seite 
der Geraden AB, welche ausserhalb des 
Streifens A'A'' und B'B"' fallen , schneiden 
die Gerade J5JB' nicht; hingegen kann 
man innerhalb der halb begrenzten Fläche J.'J.J5JB' Gerade 
(wie AC in der Figur) ziehen, welche die Gerade BB' 
schneiden; d. h. man kann alle auf derselben Seite der 
Geraden AB liegenden im Punkte A halbbegrenzten Ge- 
raden in zwei Classen bringen: 1) in solche, welche die 
Gerade B B' nicht schneiden, und 2) in solche, welche 
die Gerade BB" schneiden. Die gemeinsame Grenzlinie 
dieser beiden Classen wird die Parallele zur Geraden 
BB' genannt; diese Grenzlinie ist nun entweder mit der 
Geraden AA' identisch oder liegt innerhalb des Streifens 
ÄABB\ in diesem Falle sei etwa die Gerade AD die 
Parallele. In jedem Falle besteht das Kennzeichen der 
Parallelen durch einen Punkt A zu einer Geraden BB' 
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darin, dass sie der Geraden BB' nicht begegnet, dass 
aber jede andere Gerade, wie z. B. die Gerade AC, die 
man gegen die Gerade BB' hin unter einem noch so klei- 
nen Winkel resp. GAA oder CAD mit der Parallelen 
zieht, die Gerade BB' schneidet. 

Ist die Parallele die Gerade AA'j dann werden alle 
übrigen durch den Punkt A gezogenen Geraden die Ge- 
rade B'^' schneiden. 

Ist eine von AA verschiedene Gerade, etwa die 
Gerade AD die Parallele, so mache man auf der entgegen- 
gesetzten Seite von AB den Winkel BAE=BAD. Die 
Gerade AE ist dann die Parallele zur Geraden BB'' und 
sind AD' und AB' die Rück Verlängerungen von AD und 
AE, so werden alle innerhalb der Winkel DAE und 
EAU gezogenen Geraden (mit sammt ihren Rückverlän- 
gerungen) nicht schneidende Gerade zur Geraden B^B" 
sein, während die übrigen Geraden (oder ihre Rückver- 
längerungen) die Gerade B'B"' schneiden. Man erhält in 
diesem Falle für den Punkt A ausserhalb der Geraden 
B^B" folgende 'Classen von Geraden: l) Schneidende 
Gerade, 2) Nichtschneidende Gerade, 3) Zwei durch 
den Punkt A gehende parallele Gerade, nämlich die 
Gerade AD parallel zur Geraden BB' und die Gerade 
AE parallel zur Geraden BB" (die Rückverlängerung von 
BB'). In diesem Falle muss man ausserdem die Richtung 
des Parallelismus berücksichtigen, während dies im vori- 
gen Falle überflüssig ist. 

Dass die Gerade AB — in der Richtung von A nach 
B — zur Geraden CD — in der Richtung von C nach D 
— parallel ist, wird durch 

^ JB II CD 
bezeichnet 
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Aus der Definition für Parallele ergeben sich folgende 
Eigenschaften: 

1) Eine Gerade ÄÄ' ist an allen ihren Punkten zu 

^^^' ^- einer Geraden BB' parallel, 

d. h. ist ÄÄ' II jBJB', so ist auch 
Ä,Ä' II BB, A^A II BB, . . wo 
Ä^, Ä2, . . beliebige Punkte 'der 
^ nach beiden Richtungen unbe- 
grenzten Geraden ÄÄ' sind. 

a) Liegt der Punkt A^ auf der Geraden AA', so 
ziehe man die Gerade A^ C unter einem beliebig 
kleinen Winkel A'A^C. Für jeden Punkt C der 
halbbegrenzten Geraden A^C schneidet die Ge- 
rade AC die Gerade BB etwa in I), In das 
Dreieck ABB, wo AB.±BB ist, tritt die 
unbegrenzte Gerade A^C ein, sie muss daher 
den Umfang desselben nochmals und zwar in 
einem Punkte der Seite BB, etwa in U, 
schneiden. 

b) Liegt der Punkt A2 in der Rückverlängerung 
der Geraden AA, so ziehe man die Gerade A2F 
unter einem so kleinen Winkel, dass die Gerade 
^jB in 2^ geschnitten wird» Macht man den 
Winkel J.'J.Z> = J-'J-g-F, so schneidet die un- 
begrenzte Gerade A^F den Umfang des Drei- 
ecks ABB nochmals und zwar in einem Punkte 
der Seite BB, etwa in G. 

2) Zwei Gerade sind stets gegenseitig parallel; d. h. 
ist AA' II BB', so ist auch iBjB' II AA\ 

Ist AA' II BB, so kann man für jeden beliebigen Punkt 
A der Geraden AA' einen Punkt .B der Geraden BB' 
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derart finden, dass Winkel Ä'AB Fig. 8. 

^JB'BÄ ist. Nach Artikel 5; d) ^^ 
kann man eine Gerade ÄC so zie- 
hen , dass der Winkel A'ÄC < AGB' 
ist. Macht man auf der Geraden 
CB von C aus die Strecke CD=ACy 
so ist der Winkel B'DA= DAG 

< DAA\ Bewegt man nun den Punkt G bis D, und 
verbindet seinen jedesmaligen Ort mit dem Punkte Ay 
so erhält man für einen auf der Strecke GB liegenden 
Punkt, etwa B, eine Verbindungslinie AB derart, dass 
A'AB = B'BA ist, woraus unmittelbar die Eigenschaft 
der Gegenseitigkeit des Parallelismus folgt. 

Ist M die Mitte der Strecke AB, MM ±AB, so 
ist MM' II AA' und MM' II BB'. Denn würde die Gerade 
AA' die Gerade MM schneiden, so müsste auch die BB' 
die MM' in demselben Punkte schneiden. Zieht man -4(7 
unter einem beliebig kleinen Winkel A'AG, so begegnet 
dieselbe der Geraden BB', also auch der Geraden MM'. 

3) Zwei Gerade J5JB' und (7(7, welche einer und der- 
selben Geraden AA' nach derselben Richtung parallel sind, 
sind zu einander parallel. 

a) Die drei Geraden AA!, BB', GG' liegen in der- 
selben Ebene. 

Dass die Geraden BB' und (7(7 sich nicht schneiden 
können, folgt unmittelbar daraus, weil sonst durch den 
Durchschnittspunkt nach derselben Seite mit der Geraden 
AÄ zwei Parallele möglich wären. 

Folgen die drei Geraden in der Ordnung AÄ, BB! j 
GG' auf einander, so ziehe man von einem Punkte (7 der 
Geraden (7(7 die Gerade GB unter einem beliebig kleinen 
Winkel ÖGD gegen die Gerade AÄ , welche also diese 
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Gerade, etwa in D, mithin auch die Gerade BB' , etwa 
in E, schneidet. 

Folgen die Geraden in der Ordnung B B', ÄÄ' , CG auf 
einander, so ziehe man von einem beliebigen Punkt der 
Geraden BB^ oder (7(7, etwa vom Punkt C der Geraden 
(7(7', eine Gerade unter einem beliebig kleinen Winkel 
BGC gegen die Gerade AAy welche also die Gerade AÄ, 
etwa in D, schneidet. Die Verlängerung der Geraden CD 
schneidet, wegen AA \\BB' , die Gerade BB^ in einem 
Punkte, etwa in E, 

b) Die Ebenen A AB und A'AC bilden mit einan- 
der einen Winkel. 
Zunächst ist zu beweisen, dass die Geraden BB' 
und (7(7 in einer Ebene liegen. 

• Ist BD eine Gerade in der Ebene der Parallelen AA 
Fig. 9. ^^^ BB\ so begegnet diese der Gera- 

^» ^'^'fr' den AA etwa in D. Die Ebene CBD 

begegnet der Ebene der Parallelen AA 
und CC in der Geraden CD. 

Man bewege die Ebene CBD so 
lange, bis der Durchschnittspunkt D 
verschwindet; dies ist der Fall, wenn 
die Gerade BD mit der Geraden BB\ 
also die Ebene CBD mit der Ebene 
CBB' zusammenfällt. Auf gleiche Weise fällt dann die 
Ebene BCD mit der Ebene BCG zusammen. Die Ge- 
raden BB' und CC liegen daher in dieser Endlage der 
Ebene BCD. 

Dass BB\\ CC ist, folgt nun so: Wäre in der Ebene 
der Geraden BB' und CC die Gerade J5jB" || (7(7, so 
müssten (nach dem eben bewiesenen, wegen J.J.' || (7(7,) 
die Geraden jBjB" und AA in derselben Ebene liegen; 
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die beiden Ebenen BBCC und AABB hätten dann 
zwei Gerade B^ und BB^' gemeinsam, was unmög- 
lich ist. 

Zusatz. Aus b) kann a) so erhalten werden: Es sei 
DD' ausserhalb der Ebene AA\ BB", CC und DD' \\ AA. 
Dann ist, wegen AÄ \\ BB , AA \\ DU, nach b) 
DD' II BB\ Auf gleiche Weise folgt DD'\\CC und da- 
mit wieder nach b) JB^' jj CC. 



Fig. 10. 




Winkel zweier Parallelen mit einer sehneidenden 

Geraden. 

10. 

Ist für irgend zwei Parallele AA und BB^ die Summe 
der inneren Winkel A und B auf derselben 
Seite einer schneidenden Geraden AB gleich 
zwei Rechte, so ist dies auch für jedes an- 
dere Paar Parallele CC und DD' der Fall. 

Man kann nach Art. 7, 2) immer voraus- 
setzen, dass der Winkel AAB = CCD ist. 
Legt man die Figur CCDU so auf die Figur AABB% 
dass die Geraden AA und CC\ CD und ^D in ihrer 
Richtung zusammenfallen, so falle der Punkt D auf E und 
die Gerade DD' nach EE\ 

Liegt der Punkt -B auf der Strecke J. D , so folgt nach 
Art. 9 , 3) aus' 

AA II BB, CC oder .4^' || DD' oder EE', AA || EE' \\ BB. 

Ist die Summe der inneren Winkel AAE + E'EA 
==2B-x, E'EB + B'BE=^2B - y, wo xuniy positiv 
sind, so erhält man durch Addition 
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Ä'ÄB + B'BA^ 2i? - (ir + y), 
also 

was nur möglich ist, für ;r = und 2/ = 0. 

Fällt der Punkt D in den Punkt i?, so fällt die Ge- 
rade DD' mit der Geraden DD' zusammen. 

Fällt der Punkt D ausserhalb der Strecke AB, so 
kann man aus der Figur A'ABB', indem man mit ihr con- 
gruente Figuren zusammenfügt; eine derartige erhalten, 
dass der Punkt E aui^* die Strecke AB oder in den End- 
punkt D der neuen Fi^ur fällt. Vergl. Art. 6. 

Daraus folgt, dass die Summe der inneren Winkel 
zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden entweder 
jedesmal zwei Rechte beträgt oder jedesmal kleiner als 
zwei Rechte ist. 



Zusammenhang der Parallelen mid der 
Winkelsumme des Dreiecks. Euelidisehe 

Geometrie. 

11. 

Beträgt die Summe der inneren Winkel zweier Pa- 
rallelen mit einer schneidenden Geraden zwei Rechte, so 
ist durch jeden Punkt ausserhalb einer Geraden nur eine 
einzige Parallele möglich, und alle andern (in derselben 
Ebene) durch diesen Punkt gezogenen Geraden schneiden 
die gegebene Gerade. Unter dieser Voraussetzung be- 
trägt auch die Winkelsumme eines jeden Dreiecks zwei 
Rechte. 
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Zieht man nämlich durch eine Spitze, etwa B, die 
Gerade B'B" parallel zur gegen- 
überliegenden Seite .4(7desDreieckB 

ABC, so ist /\7^ -— J?' 

Winkel A = ABB", C = CBB', 

also A C 

A + B + C=2R. 

Umgekehrt. Beträgt die Winkelsumme eines Drei- 
ecks zwei Rechte, so ist die Summe der inneren Winkel 
zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden gleich 
zwei Rechte. 

Wäre nämlich für AA' \\ BB' Winkel A'AB + BBA 
— 2 2J — a, so könnte man nach Art. 5, d) ein Dreieck 
ABC construiren, in welchem der Winkel G <^a voraus- 
gesetzt werden kann, also der Winkel ABC > ABB' sein 
müsste, was unmöglich ist, da, BC innerhalb der Figur 
A'ABB^ fallen muss. 

Die beiden Voraussetzungen: 1) die Summe der in- 
neren Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden 
Geraden beträgt zwei Rechte, und 2) die Summe der 
Winkel eines Dreiecks beträgt zwei Rechte, sind daher 
mit einander identisch. Dasselbe gilt von der Voraussetz- 
ung: durch einen Punkt ausserhalb einer Geraden ist nur 
eine einzige, die gegebene Gerade nicht schneidende Ge- 
rade möglich. 

12. 

Aus den Voraussetzungen des vorigen Artikels , welche 
mit dem sogenannten elften Axiom Euclid's „Zwei Gerade, 
welche von einer dritten so geschnitten werden, dass die 
beiden innem an einerlei Seite liegenden Winkel zusammen 
kleiner als zwei Rechte sind, schueiden sich hinreichend 
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verlängert an eben dieser Seite" identisch sind, erhält man 
die gewöhnliche „euclidische" Geometrie. In dieser 
haben die Punkte der Parallelen gleiche Abstände, und 
umgekehrt: der Ort aller Punkte, welche von einer Gera- 
den gleichen Abstand haben , ist eine zur ersteren parallele 
Gerade. (Siehe Anhang, Art. 5—6.) 



Nichteuclidisehe Geometrie. 

18. 

Die Erfolglosigkeit aller Bemühungen eines Beweises 
des elften euclidischen Axioms haben schliesslich dahin ge- 
führt, die zweite noch mögliche — diesem Axiom entgegen- 
stehende — Voraussetzung, ,,dass die Summe der innern 
Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden 
oder die Summe der Winkel eines geradlinigen Dreiecks 
kleiner als zwei Rechte ist", zu untersuchen. Die conse- 
quente Durchführung der letzteren Voraussetzung liefert 
ebenfalls eine in sich widerspruchfreie Geometrie, welche 
von Gauss (der sich seit J792 damit beschäftigte) die 
nichteuclidisehe*, von Lobatschewsky die imagi- 
näre** und von J. Bolyai die absolute Geometrie 
genannt wurde.*** Eine Uebereinslimmung der beiden 
Geometrien kann nur in den auf die Congruenz allein sich 



* Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. Briefe vom 
Jahre 1831 und 1846. 

** Kasaner Bote vom Jahre 1829. Gelehrt« Schriften der Uni- 
versität Kasan 1836—1838, Gäomätrie imaginaire. Grelle J. B. 17. 

Geometrische Untersuchungen zur Theorie der Parallellinien, 
Berlin 1840. 

Pang^omätrie, Kasan 1855. 
*** In dem im Vorworte angeführten Appendix. 
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stützenden Betrachtungen vorkommen, wobei jedoch zu 
beachten ist, dass die Congruenzen nicht vermittelst Sätze, 
die das Parallelen - Axiom voraussetzen, erhalten werden 
dürfen. In allen Theilen der Geometrie, welche sich auf 
eine Voraussetzung der Parallelen (oder der Winkelsumme 
des Dreiecks) stützen, muss — wegen des Gegensatzes der 
euclidischen und nichteuclidischen Annahme — zwischen 
deh beiden Geometrien Verschiedenheit eintreten. Schein- 
bare Ausnahmen, d.i. Uebereinstimmung der beiden Geo- 
metrien in diesen Theilen werden sich aus der Stetigkeit 
der beiden Voraussetzungen erklären lassen. 

14. 

Aus der Voraussetzung des Stattfindens d^r nicht- 
euclidischen Geometrie ergeben sich für die parallelen und 
nicht schneidenden Geraden in derselben Ebene folgende 
Eigenschaften : 

1) Ist Ä ein Punkt ausserhalb einer -pig, i?. 

Geraden BB', AA \\ BB und AB ± BB, 
so heisst der Winkel AAB zwischen den 
Parallelen AA' und der Senkrechten AB 






der Parallelwinkel.* ' 

Nimmt die Distanz AB zu oder ab, so nimmt der 
Parallel winkel ab oder zu. Ist nämlich GB <, AB, so 
muss für CG' \\ BB' der Winkel GVB > A'AB sein. 
Denn wäre G'GB = AAB oder GVB >AAB, so wäre 
für die Parallelen AA' und GG' die Summe der innern 
Winkel A und G gleich oder grösser als zwei Rechte. 
Für jede Distanz p (eines Punktes von einer Geraden) 
gibt es also einen bestimmten Parallehvinkel und um- 



* Nach Lobatschewsky. 

Frischauf, absolute Geometrie. 
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gekehrt. Man bezeichnet den der Distanz p entsprechenden 
Parallelwinkel durch 77 (p). Für jp = wird 77 (p) = JS, 
da die Parallele mit der Geraden BB' zusammenfällt; 
nähert sich p dem Unendlichen, so nähert sich 77 (^) dem 
Werthe Null. 

2) Parallele nähern sich einander auf der Seite ihres 
Parallelismus immer mehr. 

Sind nämlich AB ^ AB und 1_ AA , so ist die Ge- 
rade BB eine nicht schneidende Ge- 
rade zur Geraden AA\ Denn ist C 
die Mitte der Strecke AA und CD 
_L AA, so können die Vierecke J.C-D5 
und ACDB" zur Deckung gebracht 
werden; es ist daher zugleich CT) J.^jB', 
also die Gerade BB eine nicht schnei- 
dende Gerade. Die Parallele BB'' liegt näher gegen die 
Gerade AA , sie begegnet also der Senkrechten AB' in 
einem Punkte 5" derart, dass AB" < AB ist. 

Die Distanzen der Punkte einer Geraden von einer ihr 
parallelen werden daher in der Richtung desi Parallelismus 
immer kleiner — die zugehörigen Parallelwinkel also im- 
mer grösser — ; man sagt daher auch : Zwei Parallele 
schneiden sich im Unendlichen. Die zwischen zwei Pa- 
rallelen enthaltene (unbegrenzte) Fläche der unbegrenzten 
Ebene, wird ein Streifen genannt. Zwei Streifen können 
zur Dfeckung gebracht werden. 

3) Der Ort aller Punkte, welche von einer Geraden 
gleichen Abstand haben, ist eine krumme Linie. 

In dem Vierecke AG DB ist der Winkel B spitz. 
Trägt man auf der Geraden CD die Strecke CE=AB==AB 
ab, so fällt der Punkt E auf die Verlängerung der Strecke 
CD. Das Viereck ACEB kann nämlich mit dem Viereck 
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CABE zur Deckung gebracht werden, woraus die Gleich- 
heit der Winkel B und E folgt. Eine Linie, deren Punkte 
Bj E, JS', .. von einer Geraden AA gleichen Abstand 
haben, ist daher keine Gerade. Den gleichen Strecken 
AG lind CA' d^r Geraden AA entsprechen gleiche Stücke 
BE und EB' dieser krummen Linie. Ist der constante 
Abstand gleich Null, so fällt die Linie mit der Geraden 
zusammen*, je grösser der Abstand wird, desto kleiner 
werden die Winkel der Sehne BE mit den Senkrechten 
AB und CE, da von zwei Vielecken von gleich viel Sei- 
ten, von denen das eine innerhalb des andern liegt, das 
kleinere die grössere Winkelsumme hat. Vergl. Art. 6, 1). 

4) Zwei nicht schneidende Gerade haben einen klein- 
sten Abstand. 

Jede Verbindungslinie des Punktes B mit einem Punkte, 
etwa M, der Strecke J5'jB" (dieses Artikels in 2) ist eine 
nicht schneidende Gerade. Die Entfernungen der Punkte 
der Geraden BM von der Geraden AA nehmen in der 
Richtung BM ab, diese Abnahme kann nicht unbegrenzt 
sein, weil sich sonst die beiden Geraden AA und BM 
schneiden müssten; es können auch nicht die Punkte ir- 
gend einer Strecke gleichen Abstand haben, weil man sonst 
ein Viereck wie AAB'B erhielte, in welchem die Senk- 
rechten in Af A, C gleich wären, jedes der Vierecke 
ACDB und ACDG hätte dann vier Rechte. Es muss da- 
her für einen gewissen Punkt Q der Geraden BM die 
Entfernung QP von der Geraden AA ^8- 1*- 

eine kleinste sein, dabei muss PQ_LBM 
sein, weil sonst die Senkrechte von P 
auf die Gerade BM kleiner wäre. Die 
beiden Figuren APQB und APQM sind A 
congruent; versinnlicht man sich (nach Anmerkung des 

2* 
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Art. 3) die beiden Geraden durch krumme Linien, so ist 
ihr Verhalten so wie in der beigegebenen Figur. 

Sätze aus der Stereometrie. 

15. 

Eine nicht in einer Ebene @ liegende Gerade a kann 
die Ebene nur in einem Punkte (Fusspunkt) treffen. Steht 
die Gerade ck auf zwei in der Ebene 6 durch ihren Fuss- 
punkt gezogenen Geraden senkrecht, so steht sie auf jeder 
beliebigen in der Ebene © durch den Fusspunkt gezogenen 
Geraden senkrecht. Die Gerade« heisst dann senkrecht 
auf der Ebene 6 und wird durch a _L (g bezeichnet. 

Umgekehrt: Alle Geraden, welche in den verschie- 
denen Ebenen in einem Punkte einer Geraden auf dieser 
senkrecht stehen, liegen in einer Ebene. 

16. 

Zwei Ebenen, welche durch dieselbe Gerade gehen, 
bilden einen Keil (oder Flächenwinkel). Die Gerade heisst 
die Kante, die beiden durch sie halbbegrenzten Ebenen 
die Seiten des Keils. 

Fig. 15. Errichtet man in einem beliebigen 

^ ^ gf Punkt A der Kante des Keils in den 

-^n ^ beiden Seiten Senkrechte A3 und AC 

^ I ^"^ auf die Kante, so ist dei* Winkel -4J5(7 

, von unveränderlicher Grösse für jede 

^^-- Lage des Punktes A\ dieser Winkel ist 

daher das Mass des Keils. 

Beweis. Es sei A ein beliebiger zweiter Punkt der 

Kante, ^'JB' und ^'C seien die Senkrechten in den Seiten 

dcö Keils , Ä' die Mitte der Strecke AA und Al'B' und AV 



21 

die zugehörigen Senkrechten in den Seiten. Man kann 
nun das Gebilde B'Ä'V BAC so mit dem Gebilde 
CÄ'W CÄB zur Deckung bringen, dass die Geraden 

Ä"B", A'V\ A'A 
des ersten Gebildes ,v mit den Geraden 

A'C", A'B\ A'A 
des zweiten Gebildes zusammenfallen, wodurch auch der 
Scheitel und die Schenkel des Winkels BÄC mit dem 
Scheitel und den Schenkeln des Winkels C'AB zusam- 
menfallen. 



17. 

1) Zwei Ebenen stehen auf einander senkrecht, wenn 
sie einen rechten Keil bilden. Zieht man in einem be- 
liebigen Punkte A der Durchschnittslinie a zweier senk- 
rechten Ebenen 21 und 91' eine Gerade « senkrecht auf die 
eine Ebene 21, so liegt diese Gerade in der zweiten 
Ebene 21'. 

2) Zwei Gerade a und «', welche auf einer Ebene 2t 
senkrecht stehen, liegen in einer auf dieser senkrechten 
Ebene 21'. 

3) Ist eine Gerade auf einer Ebene 21 senkrecht, so 
ist jede durch die Gerade gelegte Ebene 33 auf der ge- 
gebenen Ebene 21 senkrecht. 

4) Die Durchschniitslinie a zweier auf einer dritten 
Ebene 33 senkrechten Ebenen 21 und 21' steht auf derselben 
Ebene 33 senkrecht. 

Die Beweise dieser Sätze ergeben sich aus dem vori- 
gen Artikel mit Zuziehung des Satzes, dass in einer Ebene 
in einem Punkt einer Geraden auf diese nur eine ein^-ige 
Senkrechte möglich ist. 



Fig. 1(3. 




a) aus 
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18. 

* Ist eine Gerade 3IÄ senkrecht auf 
einer Ebene und BC eine beliebige Ge- 
rade dieser Ebene, so ist, wenn 

a) AD±BC ist, auch MD JL JBC, 

b) MD±BChi, auch AD ±BC. 
Beweis: Macht man DB = DC, so 

erhält man 

^ÄDB^ ^ ADC 



A MAB ~ z/ MAC. 
b) aus AMDBc^JMDC 

A MAB r^ A MAC. 
Folgerungen: 

1) Von einem Punkte M auf eine Ebene 21 eine Senk- 
rechte zu ziehen. Man ziehe in der Ebene 31 eine belie- 
bige Gerade BC auf diese die Geraden MD und (in der 
Ebene 21) DA senkrecht. Die Gerade MA J_ DA ist die 
gesuchte Senkrechte. Denn die Gerade BC also auch die 
Ebene 21 ist senkrecht auf der Ebene ADM. 

2) In einem Punkte A einer Ebene 21 eine Senkrechte 
zu errichten Man ziehe von einem beliebigen Punkt M 
ausserhalb der Ebene 21 eine Senkrechte MN auf die 
Ebene 9(. In der Ebene MNA ziehe man AB.±. NA^ so 
ist nach Art. 17, 2) AB die gesuchte Senkrechte. 



19. 

Die Durchschnittslinie a zweier gegebenen Ebenen 
21 und 21' kann auf die folgende Art bestimmt werden: 
Die Senkrechten MA und MA' von einem beliebigen 
PuA.^'t M auf die Ebenen 21 und 21' liegen in einer auf 
der Durchschnittslinie a dieser Ebenen senkrechten Ebene 33» 
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Errichtet man auf die Geraden MÄ und MÄ' Senkrechte 
in der Ebene 23 in den Punkten Ä und Ä'^ 
so schneiden sich diese in einem Punkte 
X der Durchschnittßlinie a. Eine Senk- 
rechte im Punkte X auf die Ebene 33 
ist die Durchschnittslinie a der Ebenen 
31 und 21'. 

Zusatz. Schneiden sich diese Senkrechten in den 
Punkten Ä und Ä' nicht, so schneiden sich auch nicht die 
Ebenen 21 und 21'. 




20. 

Der Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene ist ein 
Kreis. Drei grösste Kreise bilden auf der Kugelfläche 
acht sphärische Dreiecke, von denen immer je zwei ge- 
genüberliegende, deren Spitzen also die Endpunkte dreier 
Durchmesser bilden, flächengleich sind. 

In zwei Gegendreiecken ABC und A'JB'C sind näm- 
lich die Seiten und Winkel in derselben 
Ordnung aber im entgegengesetzten Dre- 
hungssinne einander gleich. Eine Senk- 
rechte vom Mittelpunkte der Kugel auf 
die Ebene der drei Spitzen A, jB, C des 
einen Dreiecks trifft die Kugelfläche in den Punkten D 
und D' derart, dass 

DA=:DB = DC= D'A = ITB' = D'C 
ist. Die Dreiecke DAB, DBC, DCA sind mit den Drei- 
ecken D'AB', D'BC, B'CA' congruent, woraus die 
Gleichheit der Flächen der Dreiecke ABC und A'B'C 
folgt. 
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21. 

Die Summe der drei durch die Winkel des sphäri- 
schen Dreiecks bestimmten Zweiecke gibt die halbe Kugel- 
fläche vermehrt um die doppelte Dreiecksfläche. 

Theilt man die ganze Kugelfläche in 360 gleiche Zwei- 
ecke (deren Winkel also je 1® beträgt), so erhält man für 
die Fläche des Dreiecks ABC 

f=^{Ä + B+c-m'), 

wo A, B, C die in Graden ausgedrückten Winkel des 
Dreiecks sind. 



Ebenen durch parallele Gerade. 

22. 

Schneiden sich drei Ebenen in parallelen Geraden, so 
ist die Summe der drei (innern) Keile nicht grösser als 
zwei Rechte. 

Sind AA', BB, CG' parallele Gerade und A, B, G 
die anliegenden Keile, so kann man in der durch die Ge- 
rade AA' und die Mittellinie DD' des Streifens BB" und 
GG' bestimmten Ebene eine Gerade EE'\\AA derart 
ziehen, dass die Gerade DD' die Mittfeilinie der Geraden 
AA' und EE' ist. Der Durchschnitt des durch die Ge- 
raden AA\ . . EE bestimmten Gebildes mit einer (durch 
einen beliebigen Punkt) auf der Ge? aden DD' senkrechten 
Ebene gibt eine Figur wie in Art. 5. Alle Schlüsse dieses 
Artikels lassen sich auf das vorliegende Gebilde anwen- 
den, indem man Winkel, Seite, . . Dreiecl: , . . mit Keil, 
Streifen, . . von drei Streifen bestimmtes Gebilde, . . ver- 
tauscht. 
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23. 

Ist die Summe der innern Keile, welche zwei belie- 
bige durch zwei parallele Gerade ÄA' und BB" gelegte 
Ebenen « und ß mit der Ebene AA'BB' der beiden Pa- 
rallelen bilden, kleiner als zwei Rechte, so schneiden sich 
die beiden Ebenen a und ß. 

1) Es sei einer der beiden Keile, etwa der an der 
Ebene a ein Rechter, also der an der 
Ebene ß spitz. 

Zieht man AC JL BB\ und in der 
Ebene ß CD ± BB , so ist der Win- 
kel ACD der Keil der Ebene ß mit 
der Ebene der Parallelen AA' yxndi BB\ 
also ein spitzer Winkel. Zieht man AD A- CDj so ist 
daher die Strecke J.-D < ^C also auch <CABy wenn 
BA A_AA' vorausgesetzt wird. Eine Ebene y durch die 
Punkte Aj B j D schneidet die Ebene a in einer Geraden, 
etwa AA'j (wobei BAj_AA'' ist) und die Ebene ß in 
der Geraden BD, Dreht man die Ebene y um die Ge- 
rade ABj so beschreibt die Gerade AA'' die Ebene a 
und, wenn diese Gerade mit der Geraden ^^' zusammen- 
fällt, so fällt die Gerade BD in die Ebene der Parallelen 
AA' und BB", wobei der Punkt D zwischen AA' und 
BB' liegt. Die Gerade BD schneidet in dieser neuen 
Lage die Gerade AA', also schneidet auch die Gerade BD 
in ihrer ursprünglichen Lage die Gerade AA'\ Der Durch- 
schnittspunkt liegt in den Ebenen a und ß, letztere schnei- 
den sich daher in einer Geraden. 

2) Sind a) die Keile der Ebenen a und ß spitz, oder 
ist b) ein Keil, etwa der an a, stumpf, so lege man durch 
die Gerade BB' eine Ebene y J_«, welche derselben in 
den Geraden A^A^' \\ AA'WBB' begegnet. Für den Fall a) 



erhült man unmittelbar, dass der Keil der Ebenen ß und y 
spitz ist. Für den Fall b) wird dies mit Zuziehung des 
vorigen Artikels nachgewiesen. Es schneiden sich daher 
die Ebenen a und ß. 

Zusatz. Die Summe der drei Keile von drei Ebenen, 
welche sich in parallelen Geraden schneiden, beträgt zwei 
Rechte, 




24. 

Bestimmt man auf den 
Geraden AÄ' \\ BB' || CG' ' 
für einen gegebenen Punkte 
der Geraden AÄ' die Punkte 
B und C auf den Geraden 
BB" und CC derart, dass 
AAB=BBA, Ä'AC=CVA 
ist, so ist auch 

S'BC=C'CB. 
1) Die Geraden ÄA , BB', CC seien nicht in einer 
Ebene. 

Die Ebenen senkrecht durch die Mittellinien DB^ und 
EE' der Streifen ÄABR und AÄ'CC schneiden sich in 
einer auf der Ebene ABC senkrechten Geraden FF' \ 
DD' II EE'. Ist F der Durchschnittspunkt dieser Gera- 
den mit der Ebene ABC, so ist BF^AF=-CF.* 

Zieht man FG ± BC, so i&t BG = GC und die Ge- 
rade BC senkrecht auf der Ebene F'FG also auch senk- 
auf der Geraden GG' \[ FF'. Die Geraden BB und CC 
Bind parallel zur Geraden GG' und dabei ist GG' senk- 



* Die -drei Liniea ÄF, BF, CF aind der Deutlichkeit halber 
r Figur weggelanBen worden. 
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recht in der Mitte 6r der Strecke JBC] es 10t daher auch 
B'BC=C'CB. 

Zusatz. Der Punkt J?' ist der Mittelpunkt des durch 
die drei Punkte A, B, C gehenden Kreises. Von diesen 
drei Punkten kann der eine, etwa Ä, auf der Geraden 
ÄÄ' willkürlich genommen werden, die beiden andern, B 
und C, sind dann auf den Geraden BB' und CC ein- 
deutig bestimmt. 

2) Sind die Geraden ÄA' , BB", CC in derselben 
Ebene, so ziehe man die Gerade DD' \\ AA' ausserhalb 
dieser Ebene und bestimme in dieser Geraden den Punkt 

• 

D derart, dass D'DA — A'AD ist. Dann folgt aus D'DB 
= BBD und D'DC=C'CD die Gleichheit von BBC 
und CVB. 

Anmerkung. Die in den Artikeln 22 — 24 enthaltenen Sätze 
sind im absoluten Sinne richtig, d. h. ohne Rücksicht auf das Pa- 
rallelen - Axiom. 



Grenzfläche, Grenzlinie. 

25. 

Ist AA' eine beliebige Gerade und bestimmt man auf 

"1/ 

jeder Geraden MM' \\ AA' zu einem gegebenen Punkt A ' ' 
der ersten Geraden einen Punkt M auf der Geraden MM' 
derart, dass Winkel > 

M'MA = A'A M 
ist, so erhält man, als Ort der Punkte M, eine Fläche, 
welche die Grenzfläche heisst. * Die Gerade AA' heisst 
die Axe der Grenzfläche, und umgekehrt: die eben er- 
haltene Grenzfläche heisst ,, Grenzfläche für die Axe AA'^^. 



* Nach Lobatschewsky, J. ßolyai nennt sie die Fläche F. 
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Sind JB und C zwei beliebige Punkte der Grenzfläche 
BB' II CC nach der Richtung der Axe, so ist nach 
Artikel 24 auch Winkel BBC^ CVB] d. h. man kann 
jede der parallelen Geraden ÄÄ' , BB', CCA, . , als Axe 
der Grenzfläche betrachten. 

26. 

Der Schnitt der Grenzfläche mit einer durch eine Axe 
gelegten Ebene ist eine Linie, welche Grenzlinie ge- 
nannt wird*; jede Grenzlinie hat die Eigenschaft, dass 
die Senkrechten in den Mitten der Sehnen parallel den 
Fig. 21. Axen sind. Um daher eine Grenzlinie 

p zu erhalten zieht man zu einer gegebe - 

\ nen Geraden AÄ' als Axe die Gerade 

AB unter einem beliebigen Winkel 
A'AB und wählt die Strecke AC der- 
art, dass die Gerade CC J_ AB || AA' 
ist; macht man auf der Geraden AB 
die Strecke BC= AC, so ist der Punkt 
B ein Punkt der Grenzlinie. 

1) Ist AAB = B, so ist AC also auch AB = 0, d. i. 
die Tangente eines Punktes A der Grenzlinie steht senk- 
recht auf der Axe; jede auf der Axe in A nicht senk- 
rechte Gerade, wie AB, schneidet die Grenzlinie in 
zwei Punkten {A und J5). 

2) Die Grenzlinie ist aus congruenten Stücken zusam- 
mengesetzt; zieht man nämlich die Gerade BD derart, 
dass DBB'==BAA' ist und macht die Strecke BD = AB, 
so ist der Punkt D ebenfalls ein Punkt der Grenzlinie. 

Die Grenzlinie ist zu beiden Seiten einer jeden Axe 
symmetrisch. Alle Grenzlinien sind congruent. Zwei Grenz- 




* J. Bolyai nennt sie eine Linie L auf der Fläche F. 
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linien decken sich, wenn ein Punkt und dessen Axe der 
einen mit einem Punkte und dessen Axe der andern zu- 
sammenfällt. 

3) Schneidet man auf den Axen ÄÄ', BJB', . . gleiche 
Stücke ÄAi = BB^== . , ab, so liegen die Punkte A^^ 
JBj, . . in einer Grenzlinie. Denn man kann die Figur 
AABB' mit der Figur B'BAA zur Deckung bringen, 
dabei fällt die Strecke A^B^ mit der Strecke B^A^ zu- 
sammen. Der Punkt B^ ist daher ein Punkt der Grenz- 
linie für die Axe A^A. 

4J Ein Kreis, dessen Halbmesser ins Unbegrenzte 
wächst, geht in die Grenzlinie über. (Der Beweis folgt 
unmittelbar aus Artikel 14, 2). 

27. 

Der Schnitt der Grenzfläche mit einer nicht durch eine 
Axe gelegten Ebene ist ein Kreis. 

Sind nämlich A, B, C drei beliebige Punkte der 
Schnittlinie , so erhält man (nach Artikel 24) in der Ebene 
ABC einen Punkt F derart, dass FA = FB== FC und 
die Senkrechte FF' im Punkte F der Ebene ABC \\ AA, 
BB, CC ist; der Punkt F ist daher der'Mittelpunkt des 
durch die Punkte A, B , C gelegten Kreises. Dreht man 
die Ebene F'FA um die Gerade FF', so beschreibt die 
öerade FA die Ebene ABC und der Punkt -4 die durch 
die Punkte A, B, C gelegte Kreislinie, deren Punkte 
sämmtlich auf der Grenzfläche liegen, da die Gerade -4^' 
immer parallel zur Geraden FF' bleibt; ausser diesen 
Punkten liegt (nach Artikel 14, 1)) kein Punkt der Ebene 
ABC auf der Grenzfläche. 

Die Grenzfläche wird daher auch erhalten, indem man 
eine Grenzlinie um eine ihrer Axen dreht. 
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Eine Kugel, deren Halbmesser ins Unbegrenzte wächst, 

geht in die Grenzfläche über. 

Anmerkung 1. Unter Voraussetzung des elften euclidischen 
Axioms sind die Grenzlinie und GrenzflUche resp. mit der Geraden 
und Ebene, welche auf den Axen senkrecht stehen, identisch; in der 
nichteuclidischen Geometrie gehören sie zu den krummen Gebilden. 
Z. B. Die drei Punkte A, B, D der Grenzlinie des Artikels 26 liegen 
nicht in einer Geraden. Durch zwei Punkte Ä und B einer Ebene 
sind in dieser zwei Grenzlinien möglich — entsprechend den beiden 
entgegengesetzten Richtungen der Senkrechten in der Mitte der durch 
die beiden Punkte Ä und B bestimmten Strecke — ; durch drei Punkte, 
welche in dem Umfang eines Kreises liegen, sind zwei Grenzflächen 
bestimmt. Alle Punkte der Ebene, welche zugleich innerhalb der 
beiden Grenzlinien oder zugleich ausserhalb derselben liegen, können 
mit den beiden Punkten A und B nicht im Umfang eines Kreises 
liegen. 

Anmerkung 2. Die wirkliche Ausführung der in diesen Arti- 
keln vorkommenden Conslructionen — deren Möglichkeit aus dem 
Vorhergehenden klar ist — wird später (in den Artikeln 36—38) ge- 
geben werden. 

Figuren auf der Grenzfläche. 

28. 

1) Auf der Grenzfläche ist durch zwei Punkte eine 
Grenzlinie bestimmt. 

2) Zwei Grenzlinien, ^Jf und 13 N, deren Summe der 
innern Winkel , welche sie mit einer dritten sie schneiden- 
den Grenzlinie AB (auf derselben Seite der schneidenden) 

bilden, kleiner als zwei Rechte ist, schnei- 
den sich. 

Denn die Ebenen der Grenzlinien AM 
und BN bilden mit der Ebene der Grenz- 
linie AB innere Winkel, deren Summe klei- 
ner als 2B ist, die beiden Ebenen schneiden 
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sich nach Artikel 23 in einer Geraden, also die Grenz- 
linien AM und BN in einem Punkte. 

3) Aus 1) und 2) folgt: Auf der Grenzfläche gelten 
die Sätze der euclidischen Planimetrie, wenn man die Ge- 
rade durch die Grenzlinie und die Strecke durch das 
zwischen zwei Punkten enthaltene Stück der Grenzlinie 
ersetzt. Z. B. : 

a) Die Summe der drei Winkel eines (von drei 
Grenzbogen gebildeten) Dreiecks ist gleich 2B. 

b) Der Umfang eines Kreises, dessen Radius das 
Stück r eines Grenzbogens ist, beträgt 27tr, 
wo 7t = 3,14159 . . ist. 

Ist der Mittelpunkt des Kreises auf der Grenzfläche, 
M ein beliebiger Punkt des Umfanges, sind 
MM' II 00' die Axen der Punkte Jf und 0, 
so erhält man den Kreis durch Umdrehung des 
Grenzbogens MO = r um ö als Axe. Ist 
MPj_00'y so beschreibt bei dieser Um- 
drehung die Gerade MP = y einen Kreis 
von gleichem Umfange. Bezeichnet . man den 
Umfang dieses Kreises mit oVy so ist also 

Oy = 2jrr. 

Anmerkung. Die goniometrischen Functionen und ihre Eigen- 
schaften sind von jeder geometrischen Betrachtung unabhängig. Es 
bedeuten nämlich z. B. sinx, cosx, . . die Reihen 

x^ x'^ 
stnx = x — — + — —. : 

öl Ol 

x^ x^ 
welche sich auch in der Form geben lassen: 




sin X 



^Xl_ g-o:, 



cos X = 



2t 
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Auf der Grenzfläche lässt sich daher die gewöhnliche ebene Trigono- 
metrie und analytische Geometrie auf Gebilde, in welchen die Gera- 
den (der gewöhnlichen Geometrie) durch Grenzlinien und die Strecken 
durch Grenzbogen ersetzt sind, unmittelbar anwenden. 



Anwendung auf das geradlinige und 
sphärische Dreieck. 

29. 

In jedem Dreiecke verhalten sich die Umfange der 
Kreise, welche die Seiten zu Radien haben, wie die Sinuse 
der gegenüberliegenden Winkel. 

1) Ist das Dreieck ABC bei C rechtwinklig, so ziehe 

man in einem der Punkte Ä oder B , etwa 
in Ä, die Gerade J.^'_L auf die Ebene 
ABC und ziehe BB, CC \\ AA\ 
Durch den Punkt B lege man für BB' 
als Axe eine Grenzfläche, welche den 
Geraden AA und CC in den Punkten 
A^ und Ci begegnet. Dadurch erhält 
man auf der Grenzfläche ein Dreieck 
A^BC^j in welchem der Winkel A^ gleich ist dem Win- 
kel A des geradlinigen Dreiecks ABC. Es ist daher 

BC^ = BA^ sin A, 

also auch 

27t BC^ = iTtBA^sin A. 

Die Umfange 27cBC^ und 27t BA^ der Kreise auf der 
Grenzfläche sind resp. gleich den Umfangen OBC, OAB 
der ebenen Kreise mit den Radien BC und AB. Es ist 

daher 

OBC==OABsinA, 
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2) Zerlegt man ein Dreieck durch die Höhen in recht- 
winklige, so erhält man, wenn mit a, 6, c die Seiten und 
mit Äj Bj C die ihnen gegenüberliegenden Winkel be- 
zeichnet werden , 

Oa : Ob : Oc = sinÄ : sin B : sin C. 

80. 

. Ist das sphärische Dreieck ABC bei C rechtwinklig, 
so ziehe man von einem der Punkte Ä 
oder B, etwa von B, die Geraden 
BÄ^±OÄ, BG^±OC und verbinde 
die Punkte Ä^ und C^, wodurch man 
das bei C^ rechtwinklige Dreieck A^BC^ 
erhält, in welchem A^ gleich dem Win- 
kel A ist. Nach Artikel 29 ist 

OBG^ = OBA^sinA. 
Aus den Dreiecken OBA^ und OBC^ folgt 
OBAj^ = O0B sin Cy OBCj^ = OOB sin a] 
und damit durch Substitution in obige Gleichung 

sin a = sin c sin A . 
Aus dieser Gleichung folgt die ganze sphärische Tri- 
gonometrie, welche also vom Parallelen -Axiom unabhängig 
ist. (Siehe Anhang, Artikel 7.) 




Verhältniss zweier ' Grenzbogen. 

81. 

Sind AM und AlM' zwei Grenzbogen, welche zwi- 
schen denselben Axen AÄ und MM' liegen, so entspre- 
chen, nach Artikel 26, 3) gleichen Sehnen AB und BC 

Frfsohauf, absolute Geometrie. 3 
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der ersten Grenzlinie gleiche Sehnen JL'J?' und B'C der 
zweiten Grenzlinie, dabei ist 

AA = BB = CG'. 

Theilt man den Grenzbogen AM in m gleiche Theile, 
so wird durch die Axen der Theilungspunkte der zugehö- 
rige Grenzbogen AM' ebenfalls in m gleiche Theile ge- 
theilt; das Verhältniss zweier zusammengehörigen Grenz- 
bogen ist daher von der Grösse der Bögen unabhängig — 
also nur abhängig von der Entfernung AA der beiden 
Grenzlinien. 

Um dieses Verhältniss zu bestimmen, theile man die 

Entfernung AA = x in w gleiche 
Theile; es sei AA^ = A^A^ = . . 
An—l A = a, ferner seien AJB=s, 

,, = B' J.iJBi = 5i, , AB ^s die 

den Theilungspunkten zugehörigen 

' ^ " Grenzbogen. Dann ist 

wo A das der Entfernung a entsprechende Verhältniss 
zweier Grenzbögen ist. Multiplicirt man diese n Gleichungen 
mit einander, so folgt 

Ist h die Entfernung zweier Grenzbogen, deren Verhält- 
niss gleich einer gegebenen Zahl e ist, so sei Ä = wa; 
dann ist 

e= A"* und A =e^, 




m 

e = A 
also 



n X 

^ = e =e . 
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Die Entfernung Ä kann derart gewählt werden, dass die 
Zahl e gleich der Basis des natürlichen Logarithmen- 
systems 

6 = 2.718281828459.. 
wird. 

Zusatz. Setzt man 

£. IL 

e* = g, e*=^, : 
so sind wegen 

^-\- y x — y 

517 und |:iy die den Entfernungen x + y und x — y ent- 
sprechenden Verhältnisse der Grenzbögen. 

Anmerkung. Drückt man x in Theilen von k aus, so erhält 
man s = «' c* . 




Ä B 
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TSi%, 27. Sind A^ und AlU^ zwei Grenz- 

bögen zwischen denselben Axen A A' und 
BB', so ist ihr Verhältniss bestimmt durch 
AB : AB = sin AAB : sin ABB. 
Zieht man nämlich die Geraden 
BD JL AA, AE±BB, so ist 
OBB=OABsinAAB 
OAE=0 AB sin ABB', 

OBD: OA'E = sin AA'B : sin ABB.-' 
Berücksichtigt man, dass 

OBD==2nAB, OAE = 27tAB 
ist, so erhält man unmittelbar den ausgesprochenen Satz. 



3* 



also 
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Fig. 28. 

\ 
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Beziehung zwisclien Distanz und Parallel winkel. 

38. 

Ist p die Distanz eines Punktes von einer Geraden, 
n{p) der zugehörige Parallelwinkel; so ist 

^ cot^n{p) = ^. 

Der Beweis beruht auf folgenden Gründen: 

1) Ist Ä ein Punkt ausserhalb 

der Geraden B'jB", dabei AB±B'B\ 

^^, AA II BB, AA" II BB\ und sind 

ACy BD, CE die Grenzbogen für 

— B' die Axen AA', BB', CB\ so ist 

AD = BE^BC. 
Denn zieht man den Grenzbogen AF für die Axe 
AA\ so ist 

CB = BF, CB = ED, BF=BA. 

2) Es sei AA \\ BB und AAB = BBA. Ist C die 

Mitte von AB, so ist CC 
_L AB parallel zu AA und 
BB\ Ist BB' die Ver- 
längerung von AB, und 
BD dieHalbirungslinie des 
Winkels BBB\ so kann 
man die Distanz BD der- 
art bestimmen, dass die 

Gerade BD" ±.BD die Eigenschaft hat, dass 

BB\\DB, b'b'WDB', 

also auch AB'' \\ DB' und (wegen AA \\ BB) AA \\ DB 

ist. Die Gerade AF ± BD" halbirt daher den Winkel 

AAB. 
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3) Beschreibt man eine Grenzlinie für ÄÄ' als Axe, 
so geht diese durch den 'Punkt B und schneidet die Ge- 
rade D'D"f etwa in F. Schneiden die Grenzlinien für die 
Axen ED'' und FD" die Gerade AB" in den Punkten 
G und Hj so ist nach 1) 

AH=^AG^2GH. 

Ist ausserdem K der Durchschnittspunkt der Geraden 

AB" mit der Grenzlinie für die Axe DD'\ so ist auf 

gleiche Weise 

BH=2BK=:2KS. 
Daraus folgt 

AB = An-BH=2{AG-BK). 

4) Setzt man AB = 2j), AG = x , BK = y, so ist 

p = x-y. 
Nach Artikel 32 folgt für die den Distanzen AG und 
BK entsprchenden Verhältnisse der Grenzbögen 



X 



e^ = sin B: sin^ ^(p) = 1 * sin^IIip) 

e^ = sin B : sin ^[2B — n{p)] = 1 : cos^ n{p) . 
Daraus erhält man nach Zusatz des Artikels 31 

IL 

e^ = cot^n{p). 

Zusatz. Aus den Gleichungen 

cc cc^ 

2 cot- cot—'-l 



sm CL = s . cosa = 



«2 , t^^o,*— ^2 } 

cot— + 1 cot— + 1 

folgt 

IL ^L 

o ßk e ^ 

sinnip) = -j — ^, cosn{p)= ^. _^ 

e* +e ' e* + e * 
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Liuien und Flächen gleichen Abstandes. 

Im Artikel 14; 3) ist bereits nachgewiesen worden, dass 
eine Linie JBJB', deren Punkte von einer gegebenen Gera- 
den AÄ gleichen Abstand = Ä haben, eine krumme Linie 
ist mit den folgenden Eigenschaften: 

Fig. 30. Es seien JB und J5' zwei Punkte 

dieser Linie, HA und JB'J. die Senk- 
rechten auf die gegebene Gerade AÄ. 
Ist jB der Punkt der Linie jB^, wel- 
cher der Mitte G der Strecke AAl ent- 
spricht, so schneidet die Gerade GTS, 
die Sehne J5^' in einem Punkte D der- 
art , dass CE > GB ist. Die Winkel 
^ und B der Sehne HB' mit den Ab- 
ständen BA und B'A!^ sind spitz. Nähert sich der Punkt 
B^ immer mehr dem Punkte B y so werden diese Winkel 
immer grösser, die Gerade BB' nähert sich immer mehr 
der Tangente im Punkte B. Die Tangente in B steht 
daher auf der Geraden BA senkrecht. Ist BT] \ EG, so 
liegt die Gerade B U näher zur Geraden EG als (die nicht 
schneidende Gerade) BA] die Grenzlinie durch die Punkte 
B und J5' (deren Tangente im Punkte B auf der Geraden 
B U senkrecht seht) liegt ausserhalb der Linie gleichen 
Abstandes. 

Dreht man die Linie gleichen Abstandes um die Ge- 
rade GE als Axe, so beschreibt sie eine Fläche, deren 
Punkte von der durch die Gerade A G erzeugten Ebene glei- 
chen Abstand =h haben; diese Fläche heisst daher eine 
Fläche gleichen Abstandes =^ h. Jeder Punkt, 
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z. B. jB, der Linie Bl^ beschreibt dabei einen Kreis, 
dessen Punkte vom durch den Punkt A erzeugten Kreis 
gleichen Abstand haben. 

Das Verhältniss eines Stücks der Linie gleichen Ab- 
standes zum zugehörigen Stück der Geraden ist von der 
Grösse dieser Stücke unabhängig; man kann daher dafür 
auch das Verhältniss der Umfange dieser beiden Kreise 
setzen. 

Der erste Umfang ist = OJBD; der zweite =OÄÜ. 
Nun ist 

'0BD = 0BGsinJBGE, OAC == OBC sin ÄBC\ 
also das erwähnte Verhältniss 

OBD :OÄC= sinBCE : sin ABC. 

, Ist der Punkt A fest und entfernt sich der Punkt C 
immer mehr vom Punkte A^ so wird der Winkel ACB 
immer kleiner, der Winkel BCE also immer grösser, und, 
wenn der Punkt C im Unendlichen liegt, so wird BCE= B 
und ABC = n{AB) = UQi). Es ist daher das erwähnte 
unveränderliche Verhältniss der Linie gleichen Abstandes 
zur zugehörigen Strecke ihrer Geraden 

= 1 : sin IIQi) = \(e^ +e ^). 

Für Ä = fällt die Linie BB' mit der Geraden AA' 
zusammen. 

Sind die Punkte B und B' fest und legt man durch 
dieselben fortgesetzt für alle Abstände h von Ä = an bis 
7j = QO die entsprechenden Linien gleichen Abstandes, so 
werden diese immer stärker gekrümmt und für ä = oo geht 
die Linie gleichen Abstandes in die durch die Punkte jB, B' 
gelegte Grenzlinie über, deren Axe J5 J7 || D(7 ist; denn 
für Ä == oo ist das Verhältniss = oc , also J.^' = 0, d. h. 
die Geraden AB vmdi B'A schneiden sich im Unendlichen. 
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Zusatz. Setzt man JBCE=^ B — AGB, so folgt für 

das obige Verhältniss 

iL _A 
cosACB:sinABC = \{e^ + e '^ ) ; 

d. h. wird in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC 

die Seite -45 = Ä als unveränderlich vorausgesetzt, so 

bleibt das Verhältniss cos C : sin B ebenfalls unveränderlich. 




Kreisumfang. 

35. 

Ist die Gerade AB _L AG, so ist für jeden beliebi- 
Fig. 31. gen Punkt G^ der Geraden -4 C zufolge 

des Zusatzes des vorigen Artikels: 
cos AGB : sin ABG=cos AG^B : sin ABG^ , 
oder 

cos AGB : cos AG^B = sin ABG: sin AB G^. 
Nun ist 
OAG : OAB = sinABG : sin AGB 

OAC^: OAB = sinABG^: sinAGß, 

also 

_ sin ABG sin A GB 
OAG : OAt^ - sin ABG, '' sin AG,B 

oder nach der obigen Gleichung 

OAG : OAG, = cot AGB : cotAG^B. 

Beschreibt man die Grenzbögen GD und G, D, für die 
Geraden GG' und Gj^Gj^' \\ AB als Axen, so ist das Ver- 
hältniss dieser Bögen 

GD: G,Di = OAG:OAG,, 
also 

GD : G,D, = cot AGB : cotAG.B. 
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Setzt man der Kürze halber 

80 ist also 

Oy : Oy^ z=z r \ r^ ^ cöt q) x cot tp^ . 

Wird AB unendlich, so gehen die Winkel 9 und (p^ 
in die den Abständen y und y^ entsprechenden Parallel- 
winkel ÄCC und AC^C^ über; es ist daher 

r : cotn{y) = r^ : cotn(y^) = G, 

wo ' C eine cönstante Zahl ist. Daraus folgt 

G y ' y 
r= Ccot n{y) = -^{ek — e""*"), 

y_ _y_ 
Oy z= 27tr^7tC(e^ — e *). 

Um die Cönstante C zu bestimmen, berücksichtige 
man, dass das Verhältniss 

r _ Ccotn(y) 

y^ y 

für den Grenz werth y = in die Einheit übergeht. Es 
ist daher 

C= .f., A für2/ = 0. 
cot,n iy) \ 

Nun ist allgemein 

cotn(y) _ 1 , y- , 

y "h^V.h^ ■*■•*; 
daraus folgt C = k und 
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Aufgaben über Parallele und deren Anwendung. 

86. 

Aus dem Artikel 34 ergibt sich unmittelbar die Lösung 
der Aufgabe: 

Durch einen Punkt B ausserhalb einer 
Geraden AG eine Parallele BG zur Geraden 
AG zw, ziehen, d. h. zu einer gegebenen 
Distanz den zugehörigen Parallelwinkel zu 
finden. 

Ist nämlich BA±.AG, BD±BA, D ein beliebiger 
Punkt der Geraden BD und BG ±.GA, so ist 

OBB:OAG=l:sinn{h), 
wo h = AB der Abstand und II (h) der zugehörige Pa- 
rallelwinkel ist. Da 1 >'sinn{Ji) ist, so folgt jBD >>-4C 

Beschreibt man aus dem Punkte G mit dem Radius 

BB einen Kreis, so schneidet dieser die Gerade AB in 

einem Punkte, etwa F. Im Dreiecke AGF ist dann 

OCF: OGA=\ isinAFG, 
also 

n{h)^AFG. 

Zieht man durch den Punkt B die Gerade BG derart, 
dass der Winkel ABG=rAFG i&t, so ist BG\\ AG. 



37. 

Zu einem gegebenen Winkel als Parallelwinkel die 
zugehörige Distanz zu finden. 

Hülfssätze: 
1) Sind von den drei Senkrechten DD', FE', FF, 
welche in den Mitten D, E, F der Seiten AB, AG, BG 
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eines Dreiecks ABC errichtet sind, zwei zu einander pa- 
rallel, so sind alle drei parallel. 

Zieht man von den Spitzen Ä, B, C des Dreiecks 
parallele Gerade ÄÄ', BB, CG' 
zu den beiden als parallel vor- 
ausgesetzten Senkrechten, so folgt 
der Beweis unmittelbar aus Ar- 
tikel 24, 2). 

2) Sind 2a, 2 &, 2c die Län- 
gen der den Winkeln Ä, B, C ^ 
gegenüberliegenden Seiten und ist Ä der grösste Winkel, 
so finden in diesem Falle zwischen den Seiten und Win- 
keln folgende Gleichungen statt: 

Ä = n(b)+n{c) 

B = n{c)^n{a) 

C = n{b) - 77 (a). 

3) Macht man nun AAG = B'BC = 77 (a), so schnei- 
den sich die Geraden AG und BC in einem Punkte, 
etwa G] dabei ist im Dreieck ACG, wegen GAC = 
n(b) - 77 (a) = C, AG = CG. 

Daraus folgt die Lösung der vorliegenden Aufgabe 
auf folgende Art: Ist B'BC der gegebene Winkel, so kann 
man (vermittelst des vorigen Artikels) für eine hinreichend 
kleine Distanz BD einen Parallelwinkel B'BD > B'BC 
erhalten. Macht man DA = BD, AA' \\ BB\ AAG == B'BC 
und (auf der Geraden BC) GC = AG, so bestimmt die 
Mitte F der Strecke BC die dem Winkel BBC entspre- 
chende Distanz BF. 

88. 

Es sei die Gerade AA' \\ BB'\ zu einem gegebenen 
Funkte A der Geraden AA' soll der Punkt B der Gera- 
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den Biy derart bestimmt werden, dass Winkel AAB 
=^BBA, 

Man ziehe ausserhalb der Ebene AA BB' die Gerade 

CC II AA% mache AC ±. CG', CD 
^*^' ^^' =^AG und DU II CC\ Durch die 

Gerade CC lege man eine Ebene 
derart; dass sie mit der Ebene 
AA CC denselben Winkel bildet 
wie die Ebene DD BB' und be- 
stimme nach Artikel 19 ihre Durch- 
schnittslinie MM' mit der Ebene 
AA BB\ Die Gerade AB±MM' bestimmt den ge- 
suchten Punkt B. 

Legt man nämlich durch den Punkt A für die Axe 
AA eine Grenzfläche, so bilden auf derselben die vier 
Ebenen AA DD, AA BD, DD BD, CC MM' zwei 
ähnliche Grenzdreieckc, woraus (wegen AC = CD) AM 
= MB, also auch AAB = DBA folgt. 

Anmerkung. Durch die Lösung dieser drei Aufgaben ist die 
directe Ausführung der in den Artikeln 9,2), 24 — 26, 33, 2) u. s. w. 
vorkommenden Constructionen ermöglicht. 




39. 

Denkt man sich auf der Grenzfläche die Grenzbögen 
durch ihre Endpunkte allein bestimmt — analog wie in 
der Ebene die Strecke — , so kann auf die in dem 
vorigen Artikel enthaltenen Aufgaben die Lösung der nach- 
stehenden zurückgeführt werden: 

1) Einen Grenzbogen zu bestimmen, welcher gleich 
ist der Summe zweier durch ihre Endpunkte bestimmten 
Grenzbög^n AB und CD, 
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Man bestimme nach Artikel 36 die den Strecken 
^AB und ^CD entsprechenden Parallelwinkel n{^ÄB) 
und 77 (^ CD) und lege die Strecken AB und CD unter 
dem Winkel n{^AB) + n{^CB) an einander. Der An- 
fangspunkt A der ersten Strecke und der Endpunkt D 
der zweiten Strecke bestimmen dann die beiden End- 
punkte des gesuchten Grenz bogens. 

Auf analoge Art wird ein Grenzbogen bestimmt, wel- 
cher gleich ist dem Unterschiede zweier Grenzbögen. 

2) Zu drei Grenzbögen SA, AB , SC die vierte geo- 
metrische Proportionale CD zu finden. 

Dazu dient dasselbe Verfahren wie in der euclidischen 
Planimetrie. Man lege in einer Ebene 91 (vermittelst zwei- 
maliger Anwendung des Artikels 36) die Sehnen der Bögen 
SA und ^JB so an einander, dass die Punkte S, A, B 
in einer Grenzlinie liegen, d. B. dass der Winkel SAB 
= n{^SA) + Ili^AB) ist. Ist SS' die Axe dieses Grenz- 
bogens, so lege man durch dieselbe eine beliebige Ebene 21' 
und ziehe in dieser die Gerade CC \\ SS' derart, dass 
SC gleitjh der Sehne des dritten Bogens und der Winkel 
S'SC= CCS, also = n{\SC) ist. Legt man durch BB' 
eine Ebene unter derselben Neigung mit der Ebene 31 wie 
die der Ebene BB'CC und bestimmt nach Artikel 19 
deren Durchschnittslinie DD' mit der Ebene 21', so erhält 
man die gesuchte vierte Proportionale CD, wenn nach 
der Aufgabe des Artikels 38 der Punkt D derart bestimmt 
wird, dass Winkel D'DC=CCD ist. 

In ähnlicher Weise kann die mittlere geometrische 
Proportionale, u. s. w, construirt werden. Berücksichtigt 
man ausserdem die Sätze des Artikels 28, so erhält man 
folgenden allgemeinen Satz: 

Auf der Grenzfläche kann man — ohne Rücksicht 
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auf das euclidische Axiom — alle Constructionen ausführen, 
weiche in der euelidischen Planimetrie möglich sind. Es 
ist also auch die Theilung von 4iJ in gleiche Theile in 
denselben Fällen möglich. 

Beispiel. Es sei ÄAB = \By femer AB so ge- 
Fig. 35., Wählt, dass BB ± AB und \\ AA ist; 
^/ B' bestimmt man auf der Geraden BB^ den 
Punkt C derart, dass A'AC=B'CA ist, 
so ist BC = X gesetzt, nach Art. 32 




e^=l: sin^B = 2y 
^ also X geometrisch construirt. 
Wählt man den Winkel ÄAB derart, dass 

sin A'AB = -, d. i. A'AB = 2i« 35' 5" 63 

ist (was näherungsweise möglich ist), so wird x = lc. 



Beziehung zwischen der Winkelsumme und der 
Fläche des geradlinigen Dreiecks. 



40. 

Die Linien gleichen Abstandes gestatten eine Auffin- 
dung der Beziehung zwischen der Winkelsumme und der 
Fläche eines geradlinigen Dreiecks. 

1) Sind AB und CD die beiden 
Linien gleichen Abstandes h von 
einer gegebenen Geraden PQ, so 
wird jede Strecke MN zwischen 
diesen Linien von der Geraden PQ 
im Punkte halbirt. Denn zieht 
man MM' und NN'±PQ, so ist 
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also 

mo:^on: 

Aus dieser Congruenz erhält man ausserdem 

Winkel AMN=^MND. 

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Drei- 
ecks MNJRy dessen eine Seite NR ein Stück einer Linie 
CD gleichen Abstandes von einer Geraden FQ und dessen 
gegenüberliegende Spitze M ein Punkt der zweiten Linie 
AB desselben gleichen Abstandes von der Geraden PQ 
ist, beträgt zwei Rechte. Denn es ist 

N+M+B=: AMN+ NMR + RMB = 2R, 
Zieht man die Sehne NRy so beträgt also die Winkel- 
summe des geradlinigen Dreiecks MNR weniger als zwei 
Rechte. 

2) Macht man den Bogen MS = NRy so kann man 
auf das (gemischtlinige) Viereck NRMS die Sätze für 
die (geradlinigen) Parallelogramme der gewöhnlichen Geo- 
metrie anwenden. Daraus folgt: Alle Dreiecke, welche 
eine Sehne NR eines Bogens der einen Linie CD gleichen 
Abstandes von der Geraden FQ als Grundlinie und ihre 
Spitze in einem' beliebigen Punkte M der anderen Linie 
AB (desselben) gleichen Abstandes haben, sind flächen- 
gleich und haben dieselbe Winkelsumme. 

Zusatz. Damit kann man die auf die Verwand- 
lung von Dreiecken in flächengleiche bezüglichen Aufgaben 
lösen; z. B.: 

a) Ein Dreieck in ein gleichschenkliges zu ver- 
wandeln. 

b) Ein Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwan- 
deln, u. s. w. 
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41. 

Zwei flächengleiche Dreiecke ABC und ABD y welche 
dieselbe Grundlinie AB haben, haben gleiche Winkel- 
summe. 

•Sind Jf und N die Mitten der 
Seiten AC und BC, so sind die 
Abstände der Punkte Ay B, C von 
der Geraden MN einander gleich, 
etwa = Ä. Alle Dreiecke , welche 
die. gemeinsame Grundlinie AB 
und ihre Spitze in der durch den 
Punkt C gezogenen Linie PQ vom gleichen Abstand = A 
haben, sind flächengleich und haben gleiche WinkelsummB. 
Es ist also zu beweisen, dass der Punkt D in der Linie 
PQ liegt.* Dieser Beweis geschieht indirect. Wäre D 
kein Punkt dieser Linie, so ziehe man die Gerade BD, 

1) Schneidet die Gerade BD die Gerade MN, so 

schneidet sie auch die Linie PQ, etwa im Punkte JE. 

Aus 

^ABC=:^ABE 

JABC=^'ABD 
folgt 

^ABE==^ABD, 

was unmöglich ist, wenn der Punkt D auf der Strecke 

BE liegt. 

2) Schneidet die Gerade BD nicht die Gerade MN, 
so nehme man für den Punkt C den Durchschnittspunkt 
der Senkrechten in der Mitte der Seite AB mit der Linie 
PQ, d.h. man setze das Dreieck J.JBC als gleichschenklig 



* Der Punkt D ist in der Figur, weil er mit dem Punkte JS 
als identisch nachgewiesen wird, nicht bezeichnet; ebenso sind einige 
überflüssige Linien weggelassen worden. 
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voraus. Nun wähle raan auf den Geraden MÄ und NB 
die Punkte M' und N' derart, dass MM' = NW jst und 
die Gerade BD die Gerade M'N' schneidet. Legt man 
durch den Punkt C", wo M'C — M'A vorausgesetzt ist, 
eine Linie G'E' gleichen Abstandes zur Geraden M'N', 
welche der Geraden BD im Punkte jE?' begegnet, so ist 

J4SC' = JABE' 

^ABD< ^ABE' 

^ABC'<^ABC, 
also auch 

^ABD<:^ABC, 

was gegen die Voraussetzung ist. Der Punkt D der Ge- 
raden BD muss daher in die Linie PQy etwa nach J5, 
fallen. 

Zusatz. Nicht congruente Dreiecke von gleicher 
Grundlinie AB und gleicher Höhe sind nicht flächengleich. 
Die Linien gleichen Abstandes durch den Punkt C zu den 
Geraden. J.JB und MN sind verschieden. 

42. 

m 

1) Zwei flächengleiche Dreiecke ABC und A'BC 
haben gleiche Winkelsumme. 

Man kann die Voraussetzung machen, 
dass in beiden Dreiecken die Geraden durch 
die Mitten M und N, M' und N' der Seiten 
AG und BC, AlC und B:C' auf den Seiten 
AG und ÄG' senkrecht stehen. 

Is*t AG<^ÄG\ so bestimme man in ^ 

der Linie GD gleichen Abstandes zur Geraden MN j den 
Punkt D derart, dass AD =^ AlG' wird. Aus der Gleich- 
heit der Flächen der Dreiecke ABG und A1B!G\ ABG 
und ABDy also auch der der Dreiecke A'B^G' und ABD^ 

Frischanf, absolute Geometrie. . 4 




50 

folgt nach dem vorigen Artikel die Gleichheit der Winkel- 
suramen der Dreiecke ABC, ABB, A'B'C\ 

2) Zwei Dreiecke ABC und A'B'C, welche gleiche 
Winkelsumme haben, sind flächengleich. 

Wäre JABO^ABC, so sei JAB'E=^^ABC, 
wo der Punkt E in der Seite BC vorausgesetzt wird. 

Nach 1) haben die Dreiecke ABC undi AB E gleiche 
Winkelsumme, was nach Artikel 6, 1) nur möglich ist, 
wenn die Winkelsumme des Dreiecks ACE zwei Rechte 
beträgt. 

48. 

Die Flächen zweier Dreiecke verhalten sich wie die 

Unterschiede ihrer Winkelsummen von zwei Rechten; 

d. h. ist 

A + B + C==2B^Uy ^' + i?' + (7' = 2-B-w', 

so ist 

^ABC:/lABC' = uxu'. 

Ist das Verhältniss der Flächen der Dreiecke gleich 

dem Verhältniese der Zahlen m und m', so theile mH^ das 

Dreieck ABC durch Gerade von der Spitze C aus in 

m gleiche Dreiecke a und analog das Dreieck ÄB'C durch 

Gerade von der Spitze C aus in m' gleiche Dreiecke «'. 

Aus 

^ABC^ma, ^ABV' = mW 

folgt die Gleichheit der Flächen und Winkelsummen der^ 

Dreiecke a und «'. Ist 2 U — -E die Winkelsurame eines 

dieser Dreiecke, so erhält man für- die Winkelsumme des 

Dreiecks ABC den Werth 

m(2B - ^ - (m — 1) 2Ü = 2i? - mE 

und für die Winkelsumme des Dreiecks AB^C den Werth 

2i2— m'J5; es ist also 



; i 
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u = mE, u' = m'E 
und 

u : II — m : m'. 

Ist / die Fläche des Dreiecks, so ist daher 
wo X eine Constante ist. 



Ebene Trigonometrie. 

44. 

Für das bei C rechtwinklige Dreieck ABC erhält 
man aus Artikel 29, 1) 

Oa = OcsinA. 

Setzt man für Oa und Oc nach Artikel 35 ihre 
Werthe, so ist 

a a c c 

1) e-^— e~ *" = (e"^— e"^) sin A, 
ebenso 

b h c c 

Ferner ist nach Artikel 34, Zusatz 

± -_£ 

2) cosA: sinB ^^ie^" + e ^), 

ebenso 

L _ *- 

Aus diesen Gleichungen folgt 



siw J.= 



;«: — g k 



e^ — e"" ^ 
welche Werthe in 



4* 
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sin A? + cos A? = 1 
gesetzt, geben 

c c a a b b a a 

Addirt man zu beiden Seiten die Zahl 4, so erhält man 
mit Berücksichtigung, dass 

(e"* + e" M^ = (e*"- e~ M^ + 4, 

c c a a 6 6 

(6^+ g- Ty = ^ (er+ g- r)2 (gF^ g- F)8, 
woraus, da e* für jeden reellen Werth von x positiv ist, 

3) i (e^+ e" *") = i (e^+ e~ M • i (e'* + e" * ) 
folgt. 

Aus den Gleichungen 2J folgt durch Multiplication 

e c 

4) co^ J. cot JB = 4- (e*" + e" *■). 

Vermittelst der Gleichungen 1) bis 4) können sämmt- 
liche auf das rechtwinklige Dreieck bezüglichen Aufgaben 
gelöst werden. 

45. 

Ein beliebiges Dreieck kann durch Zerlegung in zwei 
rechtwinklige aufgelöst werden, ebenso können aus den 
Formeln für das rechtwinklige Dreieck die für das belie- 
bige Dreieck geltenden hergeleitet werden.. Diese Ablei- 
tung wird durch folgende Bemerkung* erleichtert: Die 
Formeln für das rechtwinklige geradlinige Dreieck gehen 
in die Formeln für das rechtwinklige sphärische Dreieck 

über, wenn man statt der Verhältnisse der Seiten -r, i-> r- 



resp. aiy ii, ci (wo i = j/ — \ ist) und iüric den Radius 



* Lobatschewsky, geometrische Untersuchungen, S. 60. 
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der Kugel setzt. Man kann daher bei der Ableitung der 
allgemeinen Gleichungen der ebenen Trigonometrie aus 
denen des rechtwinkligen Dreiecks nicht nur denselben 
Gang einschlagen, wie bei der Ableitung der allgemeinen 
Gleichungen für das sphärische Dreieck aus denen des 
rechtwinkligen , sondern sogar aus den allgemeinen Gleich- 
ungen für das sphärische Dreieck die für das ebene erhal- 

ten, indem man "tT; "T") IT statt der Seiten a, 6, c 

setzt. Man erhält dadurch folgende Gleichungen der ebenen 
Trigonometrie : 

e* — e ^ : e*" -—e ^ ==sinÄ : sinB 

a ab b c c 

e^+e~^ e^+e"^ e^+e"^ 



b b c c 

e^ — e ^ e^ — e * 



cos A 



c c a a 

2sin B cotÄ . ,, e^ — e^ e^ e ^ 

+ cos B 



c c * c c a 

c c 

ßk i ß k 

COS ÄcosB + COS C = — ^ sinÄ sin B . 

Die Auflösung der Aufgaben geschieht auf ganz ähn- 
lichem Wege wie bei den entsprechenden Aufgaben der 
sphärischen Trigonometrie. 

Zusatz 1. Die vorstehenden Gleichungen stimmen mit 
den von Lobatschewsky gegebenen überein, wenn man statt 

X XX XX X 

ßT^ß^T ßT^ß'T ßT^ß~T 

2 ^ X X f o ^ 

ßT ^ß'^T 

resp. 
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1 : sin n {x) , cos n(x) , cot 11 (x) 
setzt. Aus den Gleichungen 1) bis 4) erhält man für das 
rechtwinklige Dreieck 

cot 11 (a) = cot n{c) sin A 
sin n (b) cos B = sin Ä 
sin n(c) = sin 11 (a) sin 11 (b) 
tan A tan B = sin 11(0), 
und analog für das schiefwinklige Dreieck 
cot n{d) : cot n(b) = sin AisinJB 

A TifT.\ rir\ y sin UQ)) sinn {c) 

cos A cos II (b) cos II (c) -\ r~n-v^-^ = 1 

^ ^ ^ ^ sinn{a) 

^ A ' 1) ' TTf \ t 7> cos nie) 

cot A sm B stn nie) + cos B = =— r-r 

^ cos n{a) 

. ^. . ^ sin A sin B 
cosA cos B + cos C = — : — „. , . 

stn n{c) 

Zusatz 2.* Eine compendiösere Form erhalten die 
Gleichungen der Trigonometrie durch Einführung der hy- 
perbolischen Functionen 

s^n hx= , coshx ^= — , u. s. w. 

Dadurch erhält man für die allgemeinen Gleichungen 

sin h T- : sin ä 7- = sinA : sinB 
Je Je 

T a ,& ,c . j b . ^ c . 

cos Jij- = cosh j^cosJij: — smJi j^smJi -j-cosA 

sinBcotA , ^ ^ 7 c -, ^ a 
h cosB = tanri j- : tan Ji t- 

COShrr- 

Jc 

COS Acos B + cos C = cosh ^-sin A sinB, 

Je 
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unendlich kleine Figuren, absolute Geometrie. 

% 

46. 

Setzt man in den vorhergehenden Formeln die Ver- 
hältnisse T-i 7-» T- sehr klein voraus, so erhält man die 
1c Je k 

Gleichungen (siehe Anhäng, Artikel 8) 

a :h = sinA : sinB 
a^ = h^ + c^ ^ 2bccosÄ 

sin B cotA + cosB = — 

a 

cosA cos B + cosC = sin A sin B. 

Die beiden letzteren lassen sich auf die Form bringen 

a sin {A-\- B) = c sin A 

cos {A + B) + cos C = 0. 

Daraus folgt 

asin (J. + J5 + (7) = asin {A + B) cos C+acos{A + B) sin C 

= csinA [cosC+cos {A+ B)] = 0, 
d. h. 

A + B + G=2B. 

Die Formeln der nichteuc lidischen Trigonometrie gehen 
also in die der euclidischen Trigonometrie über, wenn man 
die Verhältnisse der Seiten a, b, c zur Grösse h als sehr 
klein voraussetzt. 

Diese Kleinheit der Verhältnisse tritt .ein, wenn ent- 
weder für ein endliches k die Seiten a, b, c sehr klein 
sind, oder für endliche Seiten a, b, c die Grösse k als 
sehr gross vorausgesetzt wird. (Siehe Anhang, Artikel 9.) 

Aus der ersten Voraussetzung folgt: Für unendlich 
kleine Figuren gilt die gewöhnliche Geometrie unabhängig 
vom Parallelen - Axiom. Die zweite Voraussetzung gestat- 
tet die Auffassung der gewöhnlichen (euclidischen) Geo- 
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metrie als speciellen Fall der nichteuclidtschen Geometrie, 
indem man nur die Constante Tc so gross voraussetzt, dass 
man für unsere Messungen mit den obigen, genäherten 
Formeln ausreicht. Aus diesem Grunde kann die nicht- 
euclidisehe Geometrie die absolute Geometrie genannt 
werden, indem sie vom Parallelen- Axiom, dessen Un- 
beweisbarkeit hier unmittelbar klar ist , als unabhängig be- 
trachtet werden kann. 

Anmerkung. Da das Nichtstattfinden der euclidischen Geo- 
metrie in der Wirklichkeit an grossen Figuren sich zeigen müsste , so 
hat Lobatschewsky aus astronomischen Beobachtungen Dreiecke 
gebildet, deren Seiten ungefähr von der Grösse der Entfernung der 
Erde von der Sonne waren. Als Resultat dieser Untersuchung hat 
sich ergeben, dass bei solchen Dreiecken die Winkelsumme noch im- 
mer nicht von zwei Rechten um eine solche Grösse abweicht, welche 
die aus den Beobachtungsfehlem herrührenden Grenzen übersteigt. 
Auch W. Bolyai bemerkt, dass man sich wegen der Uebereinstim- 
mung der auf das euclidische Axiom sich stützenden astronomischen 
Rechnungen mit den Beobachtungen in der Praxis mit um so grösserer 
Sicherheit der gewöhnlichen Geometrie bedienen könnte. 



47. 

Aus dem Vorstehenden ist unmittelbar klar, in wel- 
chen Theilen die euclidische und die nichteuclidische Geo- 
metrie übereinstimmen. Dass dieses in allen auf Con- 
gruenz allein sich stützenden Beziehungen der Fall ist, 
wurde bereits im Artikel 13 erwähnt. In Beziehungen, 
die eine Parallelen -Voraussetzung erfordern, kann eine 
Uebereinstimmung nur bei unendlich kleinen Figuren oder 
bei solchen endlichen, welche durch unendlich kleine er- 
setzt werden können, eintreten. Beispiele hierzu sind fol- 
gende Sätze: 
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1) Zwei Gerade BB" und (7(7', welche mit einer drit- 
ten ÄÄ' nach derselben Richtung parallel sind, sind mit 
einander parallel. (Vergl. Artikel 9, 3.) Man gehe in der 
Geraden ÄÄ' (in der Richtung des Parallelismus) bis zu 
einem Punkte, dessen Entfernungen von den Geraden JSJB' 
und (7(7' unendlich klein sind (Artikel 14, 2). Eine senk- 
rechte Ebene auf die Gerade ÄÄ' in diesem Punkte ist 
auch senkrecht auf BB' und 0(7', also BB'\\CC\ 

2) Die Summe der drei Keile dreier Ebenen, die sich 
in parallelen Geraden schneiden, ist gleich zwei Rechte. 
Beweis wie 1). 

3) Die sphärische Trigonometrie ist unabhängig vom 
Parallelen - Axiom. Man beschreibe eine concentrische Ku- 
gel mit unendlich kleinem Radius*, durch das gegebene 
Dreieck ist ein unendlich kleines sphärisches Dreieck 
bestimmt, welches mit ihm gleiche Seiten und gleiche 
Winkel hat. 

Bei endlichen Figuren , die sich nicht durch unendlich 
kleine ersetzen lassen, müssen die unter Voraussetzung 
des euclidischen elften Axioms abgeleiteten Beziehungen 
von denen unter Voraussetzung der nichteuclidischen Geo- 
metrie erhaltenen verschieden sein. 

Anmerkung. Die Congruenz - Voraussetzung erfordert, dass 
für ein System der Geometrie die im Artikel 31 eingeführte Grösse Ä; 
unveränderlich bleibt; denn k bedeutet die bestimmte Entfernung 
zweier zusammengehöriger Grenzbogen, deren Verhältniss eine ge- 
gebene Zahl = e ist. Für die verschiedenen Werthe von k erhält 
man verschiedene Systeme der Geometrie, für ]c = co erhält man die 
euclidische Geometrie. 

Im Falle des Stattfindens eines dieser Systeme der Geometrie 
in der Wirklichkeit, müsste für die Lösung der Aufgaben auf dem 
'Wege der Rechnung die Grösse k gegeben sein. Die Aufgaben der 
ebenen Trigonometrie und ihre Lösungen sind dann ganz analog 
denen der sphärischen Trigonometrie. 
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Punkt und Linien -Element in der Ebene. 

48. 

Für die Bestimmung der Punkte einer Ebene denke 
man sich in derselben eine bestimmte unbegrenzte Gerade 
XX' als Axe und in dieser einen bestimmten Punkt 
als Anfang gegeben. 

jpig 3y Um den Punkt M zu bestimmen, 

-^ ziehe man MPj_ XX] die Strecken 
1^ OP==x und MP = y bestimmen die 

Lage des Punktes M eindeutig, wenn 
die Grösse x auf der einen Seite des 
-3l Punktes positiv, auf der entgegen- 



^^ 



x^(h 



gesetzten negativ, die Grösse y auf 
der einen Seite der Geraden XX positiv, auf der ent- 
gegengesetzten negativ genommen wird. ^ 

Die Grössen x und y heissen die Coordinaten des 
Punktes M. 

Eine Gleichung y = f{x) , wo y eine stetige Function 
von X ist, hat zu ihrem geometrischen Orte eine stetige 
Linie. 

I 

Anmerkung. Die hier [gegebene Bestimmung eines Punktes 
ist mit der Bestimmung durch rechtwinklige Coordinaten identisch; 
nur lassen sich die Coordinaten (x, y) nicht durch Abschnitte auf den 
Axen XX' und YY' versinnlichen. Legt man nämlich durch den 
Punkt die Gerade YY jlXX\ so ist die durch die Senkrechte 
MQ auf der Geraden YY bestimmte Strecke OQ von y verschieden. 

49. 

Ist M ein zweiter Punkt, sind OF = x' und MP'==y' 
dessen Coordinaten, so ist PP" = a;' — a; = ^x» Legt man 
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durch den Punkt M eine Linie MN gleichen Abstandes 
= y zur Geraden XX', welche die Gerade MF' im Punkte 
N schneidet, so ist MN = y' — y =z Ay. Dabei ist nach 
Artikel 34 der Bogen 



y y 



Sind M und M zwei unendlich nahe liegende Punkte, 
so erhält man für das unendlich kleine (bei N rechtwink- 
lige) Dreieck MMN 

mW ^WT +~MN' 
oder, wenn MM'=^ds gesetzt wird , 

Sind M und M Punkte einer Linie, deren Gleichung 
y = f{x) (oder g?(a;, y) = 0) gegeben ist, so kann man ds 
durch eine Variable und. deren Differential ausdrücken. 



Grenzlinie. 

50. 

Ist OX eine Axe der Grenzlinie, so erhält man 

aus Art. 32 ß* = 1 : sin n{y) 

IL 
aus Art.-33, 4) e^=cot\n{y). 

Eliminirt man n{y), so erhält man als Gleichung der 

Grenzlinie 

y. _y_ 

e" = • 
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Durch Diflferentiation folgt 

ß k f> k 

dx = — dy, 

also 

IL ^y. 

Integrirt man, so erhält man wie in Artikel 35 für 
den von an gezählten Grenzbogen 

Jz — — — 
s = -(e* — e *) = Jccotn(y).' 



Gleichung der Geraden. 

51. * 

Die Gleichung der Geraden erhält man aus ihrer Eigen- 
schaft, dass sie die kürzeste Verbindung zweier Punkte 
M^ = (iTj , y^) und Jfg = (^2 y V^) bestimmt. Es muss daher 
für die Gerade das Integral 

J=-J y^ie^+e'^ydx^ + dy^ 
zwischen den den Punkten Mj^ und M2 entsprechenden Gren- 
zen ein Minimum werden. Betrachtet man x als Function 
von y und setzt der Kürze halber 



^ = a;% ^i(e* + e * )^ a;'^ + 1 =-- F, 



y^ y 
dy 
so muss also das Integral 

J=JVdy 

Vi 

ein Minimum werden. Die Bedingung dafür ist 
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j,j fdV ddx ^ 



dy 

Vi 

oder 

dV 



H-M{^)'''y='' 



dx' 

yi yi 

also, wegen dx^ = tfa^g = 0, 

d /^FX 

oder 

wo (7 eine willkürliche Constante bedeutet. Entwickelt man 

dV 

^— ? , so erhält man 

y. _!. 



mithin 



^|(J+e ^)^'2+ 1 



da; = 



Ce?y 



— — ^ / IL _iL 



oder 



(7e '^ dy 
dx=i 



-^ 7/ Tly ZU' 

Setzt man 

1+e ^ 

80 wird 



dx = 



Tntegrirt man, so wird 



62 

x + D^Uog^-^'^^^ 

wo D eine willkürliche Constante bedeutet. Daraus folgt 
^+/? y_ _y_ y_ __y_ ^/ 7 ZTi 

Setzt man 



so erhält man 



^ 1 

e*" =a , 772"= ^ — ö^^; 



f e^-e k+y {e^^e fc)2-a6(e'^ + e 



9 



^ —iL 
Schafft man die Wurzel weg und kürzt durch e'^ + e * 

ab; so erhält man 

y y a x V V 

2) {e^ + i"^){ae^+be''^) = 2 {e^ - e"^) . 

Anmerkung. Für sehr grosse Werthe von Je folgt aus der 
Gleichung 2) 

yzzzC-hdx, 



wo 



ist. 



2c 
a4-&=-jr, a — h = 2d 



52. 

Aus der Gleichung 1) des vorigen Artikels folgt: Da- 

mit e* reell ist, muss die Bedingung erfüllet werden 

y. —iL y. —9. 

{e^^e ^y -' ah {e'' + e ^y>0. 
1) Sind a und 6 verschieden bezeichnet, so ist e*^ 

immer reell; damit jedoch a; reell ist, muss e^ positiv sein. 
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, Ist a positiv, so ist für das obere Zeichen x reell; ist 
a negativ, so ist für das untere Zeichen x reell. 
Für 2/ = 0, erhält man 



'-f-i- 



Die Gerade schneidet daher die Axe XX'. 

2) Sind a und h gleich bezeichnet und zwar positiv, 



ac 



SO ist für ein positives y der Ausdruck e^ reell, wenn 

y^ _y_ y_ __y, 

e^ — e * '^yah(e'' + e *), 

d. h. wenn y^y^ ist, wo 

l — y ah 
Für jeden Werth von y, welcher dieser Bedingung 

entspricht, sind beide Werthe von e^ positiv, d.h. jedem 
(positiven) y entsprechen zwei zugehörige Werthe von x, 
Ist 5 die Mitte der beiden Werthe von x^ welche mit rr^ 
und a;2 bezeichnet werden sollen, also ^^^^ x^^ x^, so 
folgt aus der Gleichung der Geraden 



* =— oder e^ 
a 



=/^ 



welcher Werth von y unabhängig ist. 

Der zum Werthe a; = | zugehörige Werth von y ist 

ßH = * 

l — yal 
d. i. t/o- 

Nimmt man den Punkt x = i, als neuen Anfang, so 
erhält man als Gleichung der Geraden (indem man x = 
I + ic' setzt und schliesslich x' durch x ersetzt) 

y. ^y. £ _£ o y. —Jl 

/a6 
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Sind a und 6 positiv, so ist für jeden negativen Werth 
von y der zugehörige Werth von x imaginär. 

Dieselben Beziehungen finden statt, wenn a und 6 
negativ und y positiv vorausgesetzt wird. 



53. 

Löst man die Gleichung 2) nach y auf, so erhält 



man 



X X 



}1 1+i(ae*+6c *) 



e* = 



1— ^(ae*+6e *) 



Für 



X X 



d. h. für 

3) e^ = 



1— ^(ae*^+6e *) = 



f_ ^ +?^1— ^fe 



a 
wird y = + oo • Hingegen für 



X 



d. i. für 


— QO. 




4) 
wird y 


f 1 + j/j a?> 
a 



Sind a und b verschieden bezeichnet, so ist das obere 
oder untere Zeichen zu nehmen, je nachdem a positiv oder 
negativ ist. Man erhält dadurch die beiden entgegen- 
gesetzt bezeichneten Ordinaten, welche der Geraden nach 
ihren beiden Richtungen parallel sind. Sind a und h gleich 
bezeichnet und zwar positiv, so erhält man aus 3) (1 > a6 
vorausgesetzt) zwei positive Ordinaten, welche zur Gera- 
den nach ihren beiden Richtungen parallel sind. 
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Sind x^ und x^ die beiden Werthe von x ans 3), so 



folgt 



9 l-Vl-ah 



e^=: 



a ~"l +]/] — ah 

Bezieht man die Coordinaten x auf den Anfang der 
Gleichung 2'), so wird a = 6, also x^ entgegengesetzt 
mit x^. 

Aus der Gleichung 

X X 



c«^ = 



SC 3C 



WO () = j/a6 ist, folgt, dass für a; = 0, die Ordinate y ein 
Minimum wird. 

Analoge Resultate erhält man, wenn a und 6 nega- 
tiv sind. 

Zusatz. Aus der Gleichung 2) erhellet unmittelbar, 
dass eine Vertauschung der Zeichen von a und 6 in die 
entgegengesetzten die Ordinate 4- y in — y verwandelt. 



Entfernung zweier Punkte. 



S4. 

Setzt man in 



/ y y 

für af den Werth aus der Differentialgleichung der Ge- 
raden 



C 

X = 



y y / V y 

so erhält man 

FrischauT, absolute Geometrie. 5 
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y y 



oder 









j/u^ + m^ 



wenn 



gesetzt wird. 

Daraus folgt durch Integration für die von einem be- 
liebigen Punkt der Geraden (als Anfang) gezählte Entfer- 
nung des Punktes {x'y) der Geraden 

»+ ^ y_ y / y y 

wo E eine willkürliche Constante bedeutet. 
Aus der Gleichung der Geraden folgt 



/ y y y y ^ y y_ 

V (e'* + e~"*/- 4 0^= Ca (e* + c" ■*)e*_C7(e"* - e~ *) ; 

damit erhält man 

'+^ r\ y_ _y_ £. •. /TT X _y. 

c * =^a(c* + e *)e*+-^(e*-e *) 

wo Z=:=a(e^+ß *)e* +(^— Ij (e* — e ^). 

Drückt man die Constante C durch die Constanten a 

C 
und 6 aus und bezieht den Factor --- in die Constante E 

eiii, so erhält man 

WO 
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Sind Jfj = (iCj , 2/1) und -3!f2 = (^2; 2/2) ^^^^ Punkte, 
d = S2 — s^ deren Entfernung, Z^ und Zg die zugehörigen 
Werthe von Z, so erhält man 

• 

Bestimmt man aus den Gleichungen 

die Constanten a und h und setzt sie in die obige Gleich- 
ung für die Distanz d, so erhält man letztere ausgedrückt 
durch die Coordinaten der Punkte M^ und Jfg. 

Zusatz. Betrachtet man einen der beiden Punkte, 
etwa den Punkt M^, als fest und bestimmt alle Punkte 
-Mg, deren Entfernung d von M^ constant = r ist, so er- 
hält man die Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt 
der Punkt M^ und dessen ßadius = r ist. 

Anmerkung. Für sehr grosse Werthe von k folgt aus der 
obigen Formel der Distanz die Gleichung 

d^ = (Xi - XiY -f- (y2 - yO*. 



Punkt, Linien - Element und Gerade im Räume. 

.55. 

Um die Lage eines Punktes im ßaume zu bestimmen, 
denke man sich eine bestimmte Ebene als Grandebene, 
in dieser eine bestimmte Gerade als Axe und in letzterer 
einen bestimmten Punkt als Anfang. 

Von dem zu bestimmenden Punkt M ziehe man eine 
Senkrechte MF^z auf die Grundebene, welche positiv 
genommen wird auf der einen Seite der Grundebene, ne- 

6* 
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gativ auf der entgegengesetzten. In der Grundebene wer- 
den die Coordinaten r», y des Punktes P nach Artikel 48 
bestimmt. Die Grössen x, y, z heissen die Coordina- 
ten des Punktes M. 



56. 

Ist M' = {x' , y , /) ein zweiter Punkt , so lege man 
durch den Punkt M eine Fläche gleichen Abstandes = is; 
zur Grundebene, welche der Senkrechten M'P'^g' im 
Punkte N begegnet; dabei ist nach Artikel 34 der Bogen 

Sind Jf und W zwei unendlich nahe Punkte, ds deren 
Entfernung, so ist 



Nach Artikel 49 ist 



y 



also 



PP'-==|(e^+e ^ydx^ + dy\ 

ds^ = ^ (e'A + e" ^y {e^~ + e~ ^f dx^ 

% % 



57. 

Sind die Gleichungen einer Linie gegeben, so erhält 
man durch Integration die Länge des Bogens zwischen 
zwei Punkten. 

Die Gleichungen der Geraden können vermittelst der 
Variationsrechnung aus der Bedingung der kürzesten Ent- 
fernung zweier Punkte erhalten werden. Bequemer erhält 
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man jedoch dieselben mit Zuziehung der Resultate der 
Artikel 51 und 54. 

Man kann nämlich die Gerade MM! durch die Gleich- 
ung der Geraden TY in der Grundebene (d. i. ihrer Pro- 
jection) und durch die Gleichung der Geraden MM! auf 
die Gerade Tl?' bezogen bestimmen. 

1) Die Gleichung der Geraden W sei 

y_ _ _y £^ _x_ y_ _ y_ 

2) Ist u die Entfernung des Punktes P von irgend 
einem festen Punkte Ä der Geraden PP" als Anfang, so 
ist die Gleichung der Geraden MW für die Axe PP' 



u u 



wo r und s Constante sind. 

Setzt man in diese Gleichung für u seinen Werth nach 

Artikel 54 

u = K + klogZ, 

so erhält man die Gleichung der Geraden MW für die 

Axe PP" in den Coordinaten x, y, z gegeben; die Con- 

\k _k_ 

stauten e ^ und e ^ können in die Constanten r und s ein- 
bezogen werden. Die vier Constanten a, b, r, s können 
durch Bedingungen, welchen die Gerade MW unterworfen 
ist, bestimmt werden. 

In ähnlicher Weise kann die Entfernung zweier Punkte 
bestimmt werden. 



Flächenbestimmung ebener Figuren. 

58. 

Die Flächenbestimmungen (der absoluten Geometrie) 
werden durch Zerlegung der gegebenen Fläche in unend- 
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lieb kleine Elemente; auf welche man also die gewöhnliche 
Geometrie anwenden kann, durchgeführt. 

Um die Fläche z einer ebenen Figur, begrenzt von 
zwei Ordinaten einer krummen Linie, dem Bogen dersel- 
ben und der Abscissenaxe zu bestinmien; zerlege man die 
Fläche zwischen zwei unendlich nahen Ordinaten MP und 
MF" (Figur des Artikel 48) durch unendlich nahe Linien 
gleichen Abstandes mit der Axe XX' in rechteckige 
Elemente. Ist h der Abstand einer dieser Linien, dh die 
Entfernung je zweier Linien gleichen Abstandes, so ist 
die Fläche des zugehörigen Elementes 

d^z^^iei^^e '')dxdh. 

Daraus folgt für die Grösse dz des Streifens zwischen den 
beiden Ordinaten ilfP und MF', indem man von ä = 

bis h = y integrirt, 

Je — — — 
dz = — {e''—e ^)dx. 



59. 

Kreisfläche. Die Fläche eines Kreises kann durch 
concentrische Kreise in unendlich schmale Ringe und jeder 
dieser Ringe durch unendlich nahe Radien in unendlich 
kleine rechteckige Elemente zerlegt werden. 

• 

Man erhält dadurch für die Fläche eines Ringes vom 
Radius x und von der Breite dx den Werth 

X X 

Oxdx=='jth{e^ —e '^)dx'^ 
integrirt man von ii; = Ü bis a; = r, so erhält man die 
Fläche des Kreises vom Radius r 

r r r r 
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Zusatz. Ist Q die Länge eines Grenzbogens, dessen 
Sehne =r ist, so ist nach Artikel 35 

also 

r /• 

d. h. ein Kreis auf der Grenzfläche mit dem Radius q ist 
flächengleich dem ebenen Kreis, dessen Radius die Sehne 
r des Grenzbogens q ist. 

60. 

Um die Fläche zwischen den 'zwei Grenzbögen 
ÄB = s und A'B' = s' und den Axensttickeii-4J.'= J?JS'=Ü 
zu bestimmen, theile man (wie in Artikel 31) die Strecke 
AA in unendlich kleine Theile =dx und lege durch die 
Theilungspunkte Grenzbögen. Ist x die Entfernung eines 
Grenzbogens vom Bogen Alf ^ so ist 

s' e^ dx 
die zwischen den Grenzbögen, deren Abstände x und 
x + dx sind, enthaltene Fläche, also das zwischen den 
Grenzen und l genommene Integral 

die Gesammtfläche. Um die von einem Bogen s und den 
Axen der Endpunkte bestimmte Fläche zu erhalten, setze 
man s' = 0. 

61. 

Dreiecks fläche. Für die Bestimmung des constan- 

ten Verhältnisses A der Fläche f eines Dreiecks zu ihrem 

Unterschiede u der Winkelsumme von 2iJ (vergl. Art. 43), 
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denke man sich ein Dreieck ABC, wo 
der der Seite AB anliegende Winkel J?=JS 
ist und der Punkt C im Unendlichen liegt, 
d. h. der Winkel C= oder AC\\BC ist. 
Ut AE±AB, so ist der Winkel 
EAC=^2R-A-B^u. 
Zieht man den Grenzbogen AD^ so 
ist nach Artikel 35 

AD = kcot n{AB) = k tanu, 

' Die Fläche S begrenzt vom Grenzbogen AD und den 

Axen AC und DC ist nach Artikel 60 

•S = k . AD = h^tan u, 

mithin das Verhältniss 

S _Jc^tanu _^lc^ tanu 
ABC^ Xu ^ X ' u * 

Mit dem Verschwinden der Seite AB geht das Ver- 
hädtniss -j-j^f also auch die Verhältnisse -j-^pp und 

in die Einheit über. Es ist daher 

X = k\ 
also die Fläche /' eines beliebigen Dreiecks, dessen Win- 
kel A, B, C sind, 

f= kHi = ¥{7C-A-B- C). 

Anmerkung. Die Winkeleinheit miiss so gewählt werden, daes 

:= 1 wird für u =^0. Diess ist in der gewöhnlichen Geometrie 

der Fall, wenn der Winkel durch den zugehörigen Kreisbogen ge- 
messen wird und ein dem Radius gleicher Bogen als Einheit ange- 
nommen wird. Da in der absoluten Geometrie das Verhältniss des 
Umfanges des Kreises zum Badius variabel ist , so kann man das Ver- 
fahren der gewöhnlichen Geometrie nicht unmittelbar d. i. für jeden 
beliebigen Radius anwenden. Man kann jedoch nach Artikel 46 den 
Winkel durch den zwischen den Schenkeln enthaltenen und aus dem 
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Scheitel als Mittelpunkt mit unendlich kleinem Radius beschriebenen 
Kreisbogen messen, wobei ein dem Radius gleicher Bogen als Einheit 
angenommen wird. 



62. 

% 

Vieleck. Sind Ä^, A^, . . An die (innern) Winkel 
eines hohlwinkligen w- Eckes, so ist die Fläche 
/*= Ä^ [(w — 2) jr — J-i — J^ — . . — 4„ ]. 
Ist das Vieleck regulär, so ist A^ = A^=..^Än=-A^ 

also 

f=k^{n-2)n:-nA\. 

FüT A^ = A^= . . = An = wird die Fläche = (w- 2)nk^ 

ein Maximum. 

Für J = B = C = , wird die Fläche ^«' ^»• 

des Dreiecks =^ nh^ ein Maximum. (r j* 

Um dieses Dreieck zu construiren, 

ziehe man in einem Punkte A einer y/ 

A — 



\ 



.._ jf 



A' 



\ff 



Geraden J.'^" die Gerade AB _L A'A' 

und bestimme nach Artikel 37 die Geraden CD und EF 

* 

derart; dass 

ül)\\AA", 1)Ü\\AB Hg. 42. 

EF\\AA', FE\\AB _ -, 

ist. Durch krumme Linien wird ein sol- ' \ 

ches Dreieck durch die beistehende Figur y' \ 
versinnlicht. 



68. 

Anwendungen: 1) Zufolge der im Artikel 39 ent- 
haltenen Aufgaben ist die Construction eines regulären 
Vierecks möglich, dessen Fläche ^ith^ ist. 

Es werde in dem bei C rechtwinkligen Dreiecke ABC 
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der Winkel Ä = ^B, B=:\R vorausgesetzt. Aus Art. 44 

Gleichung 2) 

cos^R w -r . -T-N 
stn^R ^^ ^ 

folgt, indem man für cos^B und sin^B die Werthe 

cös^i? =-=^|/2 und sin^B = ^]/2~y2 
setzt, 

a a 



T- -^ 21/2 



und daraus 



j/2-|/2' 



,r=/^ 



2 + 1 



J/2-1 

welcher Ausdruck — da nur zweite Wurzeln vorkommen 
— geometrisch construirt werden kann» Damit erhält man 
dann (analog wie im Beispiele des Artikels 39) die Seite a. 

Die Fläche des eben construirten Dreiecks ist =^7t]c^. 
Durch Anlegung eines congruenten Dreiecks Ä'B'Cj dessen 
Hypotenuse Ä'B" mit der Seite AB zusamnlenfällt, erhält 
man ein Viereck ACBCy in welchem drei rechte Winkel 
und ein Winkel =4^JR sind, und aus vier solchen Vier- 
ecken kann man ein reguläres Viereck zusammensetzen, 
dessen Seiten =2a und dessen Winkel ^=\B sind. 

2) In ganz analoger Weise kann . man ein re- 
guläres n-Eck von der Fläche 7ch^ construiren, wenn 
w = 2''.3".5^. 17^... ist, wo a, ß, Yy *• =0 oder 1 ist. 

Denn aus 

f^jiW^ ¥ [(n - 2) jr -^ nA] 
folgt 

^ = (w — 3) — . 
Vermöge der von Gauss entdeckten Kreistheilung* 

* Disquisitiones arithm. Sectio septima. — Frischauf, Vor- 
lesungen über Zahlentheorie. Fünfter Abschnitt. 
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können in diesem Falle die Functionen cos — und sin — 

n n 

u. s. w. durch zweite Wurzeln ausgedrückt werden; ist x 

die Seite eines rechtwinkligen Dreiecks , dessen gegenüber- 

2jR 
liegender Winkel = — und dessen anliegender Winkel 

7? 

= (w— 3)— ist, so kann der Ausdruck X, wo 

2B 

x x cos 



$in(n — 9) — 



ist , also auch e ^ und mithin auch x geometrisch construirt 
werden. Das 2 w fache dieses Dreiecks ist gleich 7t Jc^. 

unter der Voraussetzung der obigen Form für die 
Zahl n kann also die Fläche Trk^ in w gleiche Theile ge- 
theilt werden. Es ist daher auch die Construction eines 
Vielecks von der Fläche 

/ = — 7t k^, 
n 

wo m beliebig und n von der obigen Form ist, möglich. 

3) Bedeutet q den zur Sehne r gehörigen Grenzbogen, 
so ist die Fläche des ebenen Kreises vom Radius r (nach 
Artikel 59, Zusatz) 

7tQ'^ = 7tk^tanu^^ 

wo mit Beibehaltung der Figur des Artikels 61, u = EAG 
und die Sehne ÄD = r ist. 

Da man (nach Artikel 36) den Winkel u für jeden 
Werth von r durch Construction erhält, so kann man tanü 
als das Verhältniss zweier Grenzbögen also auch (siehe 
Anhang, Artikel 11 j tanu^ geometrisch construiren. Die 
Fläche eines ebenen Kreises ist daher geometrisch (juadrirt 
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vermittelst einer geradlinigen Figur (= jrÄ^) und vermittelst 
gleichförmiger Linien derselben Art (Grenzbögen, welche 
bezüglich ihrer Vergleichung sich wie Strecken verhalten). 
Da JtQ^ die Fläche eines Kreises auf der Grenzfläche ist, 
so ist auf dieselbe Art auch der Kreis auf der Grenzfläche 
quadrirt. Ob daher das elfte euclidische Axiom stattfindet, 
oder die eben erwähnte Construction, ist für das Resultat 

» 

gleichgültig. 

Wh 

Ist tanu^ eine ganze Zahl oder ein Bruch — , wo der 

n 

Nenner n die erwähnte Gauss'sche Form hat, so kann man 

nach dem Vorigen ein (ebenes) Vieleck construiren, dessen 

Fläche der Fläche des Kreises gleich ist. 



Flächenbestimmung räumlicher Figuren. 

64. 

Um das constante Verhältniss einer Fläche gleichen 
Abstandes = h zur zugehörigen Fläche ihrer Ebene zu be- 
stimmen , begrenze man auf letzterer ein unendlich kleines 
ßechteck mit den Seiten a und 6 ab. 

Die zugehörigen Seiten a' und V des Flächenelements 
der Fläche gleichen Abstandes sind durch 

das Flächenelement also durch 

h_ _ h_ 



bestimmt. 



ah^ali^ _ j 
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65. 

Die krumme Oberfläche Zj welche von dem Stück q 
einer Linie gleichen Abstandes =Ä durch Umdrehung um 
ihre Gerade erzeugt wird, ist 

z = Oh .q 

*_ -.A Jl Jl ^ -.1* 

z-=7tk{e^ —e ^) .^p{e^' +e ^)=^ytkp{e^ —e ^), 

wo p das dem Bogen q entsprechende Stück der Gera- 
den ist. 



66* 

Kugelabschnitt. Es sei -4 der Pol des Kugel- 
abschnittes, ÄOB = (p der halbe Mit- ^8- '*»• 
telpunktswinkel, p der Umfang des 
grössten Kreises. Ist BCj^OÄ, so 

ist A] 

OBC=psin(p. 

Ist X die Länge des Kreisbogens 

AB, so ist 

x:p= (p :23r, 
also 

Die Fläche dz der durch das Bogenelement dx be- 
stimmten Kugelzone ist 




oder 



dz = OBC dx=psinw .^dw. 



^2 



dz = ^sintpdsp. 



Das Integral von bis q> giebt 'die krumme Fläche 
des Kugelabschnittes 

t>2 
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Für (p = x erhält man die gesammte Kugelfläche 

Daraus folgt (nach Artikel 21) für die Fläche eines sphäri- 
schen Dreiecks 

Zusatz. Der Ausdruck für die krumme Fläche eines 
Kugelabschnittes lässt sich auf folgende Art umformen: 
Durch den Umfang des grössten Kreises der Zeichnung denke 
man sich eine Grenzfläche gelegt, welche von den durch 
die Radien OÄ und OB auf die Ebene des Kreises senk- 
rechten Ebenen in den Grenzbögen O'Ä und O'B geschnit- 
ten wird. Zieht man den Grenzbogen BD±.AO\ so er- 
hält man ein Grenzdreieck BO'D, in welchem 

Winkel 0' = g), p^lnO'B, 
also 

O'D 

AD 27cAI) 

und 

is = AD.p = 7tAD.AA' 

ist, wo AA' den Grenzbogen AO'A' bedeutet. Ist AB 

der Grenzbogen zwischen den Punkten A und jB*, so ist 

ÄB^ = AD.AA% 
also 

Durch Anwendung des Zusatzes des Artikel 59 folgt: 
Die krumme Fläche eines Kugelabschnittes ist gleich der 
Fläche eines (ebenen) Elreises, dessen Radius gleich der 



* Dieser Grenzbogen ist in der Figur nicht gezeichnet, derselbe 
ist von dem Kreisbogen AB verschieden. 
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Strecke zwischen dem Pol und einem Punkte des Umfanges 
des Schnittkreises ist. 



Inhaltsbestimmung. 

67. 

Um den Inhalt des Körpers , begrenzt von einer ebenen 
Figur = p, der zugehörigen Fläche gleichen Abstandes 
= Ä, der Fläche durch die senkrechten Geraden der 
Punkte der Umfange der beiden Figuren zu bestimmen*, 
zerlege man den Körper durch unendlich nahe Flächen 
gleichen Abstandes in Elemente. Ist x der Abstand einer 
Fläche von der Figur p, dx die Entfernung von der fol- 
genden, so ist (vergl. Art. 64) das Element des Körpers 



X 

k 



dv^^[^ 2 ) 



4-e S» 

dx. 



Das Integral von bis A giebt für den Inhalt 

2Ä _2Ä 



68. 

Don Inhalt des Rotationskörpers des Artikel 65 erhält 
man auf die folgende Art: Man zerlege die Fläche, be- 
grenzt von den Linien p und g und den Ordinaten der End- 
punkte, durch Linien gleichen Abstandes in Elemente, so 
bestimmen bei der Umdrehung je zwei auf einander fol- 
gende Linien einen ringförmigen Körper. Durch Ebenen, 
welche auf der Strecke jp der Umdrehungsaxe senkrecht 
sind, wird jeder Riag in Körperelemente zerlegt. Ist x 



* Analogon des geraden Prismas der gewöhnlichen Geometrie. 
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der Abstand, einer Linie p' gleichen Abstandes von der 
Axe jp, dp und dp die Stücke der Geraden p und der 
Abstandslinie p' zwischen je zwei senkrechten Ebenen, so 
ist der Inhalt d v des Körper Clements 

dv = Oxdxdp' = \7tk^{e '^ — e ^ )dxdp, 
also der Inhalt eines Ringes (indem man nach p integrirt) 

= ^7t¥p(e '' —e ^)dx, 
und die Summe der Ringe (indem man von bis h in- 
tegrirt) 

Jl _ *_ 

vr=={n'k^p{e'' —e *)«. 

09. 

Die Kugel zerlege man durch concentrische Kugel- 
flächen in Elemente. Ist x der Radius einer Kugelfläche; 
dx die Entfernung je zweier Kugelflächen, so ist der Inhalt 
des Elementes enthalten zwii^hen diesen beiden Kugel- 
flächen (nach Artikel 66) 



X 



fdx = 7t]c^e^—e ^)^dx, 
also der Inhalt der Kugel 

2r __2r 

v.=:^7c¥ {e^ — e ^) — 27r Ä^r, 
wo r der Radius ist. 



Anhang. 



Zu den Voraussetzungen der Greometrie. 

1. 

Die Gerade und die Ebene mit den im Artikel 2 er- 
wähnten Eigenschaften werden in der Geometrie gewöhn- 
lich axi omatisch vorausgesetzt. Von den Versuchen die- 
selben durch einfachere Axiome zu ersetzen, soll der von 
Wolfgang Bolyai* gegebene mitgetheilt werden. 

Der Grundgedanke besteht in Folgendem: Um die 
Ebene zu erhalten, denke man sich von zwei Punkten 
und 0' (als Mittelpunkten) fortgesetzt (concentrische) Ku- 
geln mit (demselben aber) immer grösser werdenden Ra- 
dius beschreiben. Der InbegriflF der Durchschnittslinien je 
zweier Kugelflächen mit gleichem Radius ist eine Ebene. 

Dreht man die sämmtlichen Durchschnittslinien d. h. 
Kreise um die durch die Endpunkte eines Durchmessers 
eines dieser Kreise bestimmte Gerade als Axe, so blei- 
ben bei dieser Bewegung die Punkte der Axe in Ruhe^ 
während alle übrigen Punkte der Ebene ihre Lage ver- 
ändern. 



* Kurzer Gnuidriss eines Versuchs. S. 48 u. s. f. 

Frischauf, absolute Geometrie. 
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2. 

Die Durchführung des obigen Gedankens geschieht auf 
die folgende Art: 

1) Der Raum der Geometrie wird als unbegrenzt , un- 
endlich, unveränderlich und überall gleichartig, also auch 
stetig und unbegrenzt theilb?ir vorausgesetzt. 

2) Jedes Gebilde kann aus irgend einem Theile des 
Raumes in einen anderen Theil übertragen werden. Sind 
Ä, B, C, , . die Punkte dieses Gebildes, welche man sich 
durch beliebige Linien in starrer Verbindung denkt, was 

durch ABC., ausgedrückt werden soll , sind ferner 
nach Ausführung dieser Uebertragung A', B\ (J . . die ent- 
sprechenden Punkte des Gebildes in dem anderen Raum- 
theil, so nennt man die Gebilde ABC., und AJffCf.. 
congruent und bezeichnet dies durch ABC . . ^ A'B'C . . 
Sind A und 5, A und B^ zwei Punktpaare im Räume 

von der Eigenschaft, dass AB <^ AB' ist, so sagt man; 
die Punkte A und B' haben gleichen Abstand mit 
den Punkten A und B. 

Der InbegriflF aller Punkte Jf , welche von einem ge- 
gebenen Punkt gleichen Abstand haben, heisst eine 
Kugelfläche. Diese ist an allen Stellen gleichartig, stetig 
und theilt den Raum in zwei Bestandtheile : in einen all- 
seitig begrenzten und einen unbegrenzten. Jeder Punkt 
des begrenzten Theils kann nur in den unbegrenzten ge- 
langen, wenn er durch die Kugelfläche geht. Der Punkt 
heisst der Mittelpunkt, der unveränderliche Abstand 
der Punkte und Jkf — durch OJf bezeichnet — der 
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Radius der Kugelfläche. Der durch die Kugelfläche ab- 
gegrenzte (körperliche) Raum wird eine Kugel genannt. 

Durch den Mittelpunkt und den Radius ist die Kugel- 
fläche, also auch die Kugel eindeutig bestimmt. 

Zu jeder Kugelfläche kann man sich aus demselben 
Mittelpunkte eine zweite die erstere einschliessende den- 
ken, man sagt dann: die zweite hat einen grösseren 
Radius als die erste. 

3) Zwei Kugelflächen mit verschiedenen Mittelpunkten 
und 0', von denen die eine theilweise innerhalb, theil- 
weise ausserhalb der andern liegt, schneiden sich in einer 
Linie, welche Kreislinie genannt wird. Die Kreislinie 
ist (nach dem Grundsatze „gleiche Bestimmungen erzeugen 
Gleiches") an allen Stellen gleichartig. Daraus folgt: 

a) Sind Jf und N zwei beliebige Punkte der Kreis- 
linie, so kann das Gebilde OO'M. mit dem Ge- 
bilde 0(yN zur Deckung gebracht werden. 

b) Denkt man sich von einem ihrer Punkte, etwa 
Ay zwei Punkte M und M nach entgegen- 
gesetztem Sinne in gleicher Weise bewegt, so 
treflfen sie in einem Punkte B derart zusammen, 
dass sie durch die beiden Punkte A und JB in 
zwei congruente Theile zerlegt wird. Man sagt: 
die Kreislinie ist von A aus in B halbirt. 

In ähnlicher Weise kann jedes der beiden Stücke 
AMB und AMB in zwei congruente Theile zerlegt wer- 
den, u. s. w., d. h. man kann sich die Kreislinie aus con- 
gruenten Stücken bestehend denken. 

4) Umgekehrt: Sind A und B zwei verschiedene 

Punkte und ist 

OOA^ÜO'B, 
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so schneiden sich die aus den Mittelpunkten und 0' mit 
den resp. Radien OÄ und O'A beschriebenen Kugelflächen 
S und S' in einer Kreislinie, in welcher die beiden Punkte 
Ä und B liegen, daher der Punkt Ä in dieser Kreislinie 
durch den Punkt B hindurch bis zur Rückkehr bewegt 
werden kann. 

Sind die Radien OA und O'Ä einander gleich, so er- 
hellet der Satz unmittelbar; denn jede der Flächen /Sund 
S' liegt theilweise innerhalb, theil weise ausserhalb der an- 
dern (was nämlich von der Fläche S gilt, gilt auch von 
der Fläche S'). 

Sind die beiden Radien verschieden, und ist (JA der 
kleinere Radius, so wird der Beweis auf die folgende Art 
geführt:* Aus 0' beschreibe man eine Kugel mit dem Ra- 
dius gleich OA, welche also die Fläche S in einer Kreis- 
linie k schneidet; dadurch wird die Fläche S selbst in zwei 
Segmente j und j' zerlegt, wobei die beiden Punkte A 
und B in demselben Segmente, etwa j, liegen. Von einem 
beliebigen Punkt C der Linie k lasse man einen Punkt D 

in der Linie Je bewegen und beschreibe 
aus C mit dem jedesmaligen Radius CD 
eine Kugelfläche; diese schneidet die 
Fläche S in einer Kreislinie l und be- 
stimmt in der Linie h auf der mit D 
entgegengesetzten Seite des Punktes C 
einen Punkt D' derart, dass CD = 01/ 
ist. Das auf dem Segmente j liegende Stück DD' der 
Kreislinie l halbire man im Punkte M (indem man von 




* Man kann den Satz nicht als evident erklären, ohne die Vor- 
atiBsetzung zu machen, dass zwei Engelfiächen mit verschiedenen Ba- 
pien nicht zwei Punkte gemein haben können, ohne sich zu schneiden. 
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D und D' aus Punkte in gleicher Weise bewegen lässt, 
welche in der Mitte M zusammentreflfen). Der Inbegriff 
aller Mitten M ist eine stetige Linie m, welche sich in 
allen Punkten der Linie Tc auf gleiche Weise errichten 
lässt, so dass ein Punkt C in der Linie h gehend sie auf 
der Fläche S mitführen kann. Jeder Punkt» der Linie m 
bleibt bei dieser Bewegung entweder an demselben Ort, 



d. h. ist ein Ruhepunkt, öder er ist hinsichtlich 00' gleich 
bestimmt und bildet daher auf S eine Kreislinie. Ein 
Ruhepunkt H muss existiren*, denn sonst wäre eine letzte 
Kreislinie vorhanden, auf welche man wieder das vorige 
Verfahren der Construction der Linie m anwenden könnte. 
Durch die Bewegung der Linie CJR auf der Fläche S wird 
das ganze Segment j beschrieben. Daraus folgt, dass auf 
dem Segment j kein zweiter Ruhepunkt K existiren kann, 
weil sonst dasselbe Segment j durch die Bewegung der 
Linien CIt und CB! beschrieben würde. 

Der Punkt A ist vom Ruhepunkt JR verschieden, weil 
sonst auch B mit B identisch sein müsste, was gegen die 
Voraussetzung ist, dass A und B verschiedene Punkte 
sind. Jedem der Punkte A und B entspricht daher bei 
der Bewegung von m eine Kreislinie, diese beiden Linien 
müssen (der gleichen Bestimmung von A und B gegen 
und 0' wegen) mit einander identisch sein. 

5) Es sei der Mittelpunkt einer Kugelfläche /S, 0' 
ein beliebiger Punkt derselben: aus dem Punkt 0' als 
Mittelpunkt beschreibe man mit dem Radius O'O eine 
zweite Kugelfläche 5"; beide Kugeln sind von einander 
verschieden und jede liegt theilweise innerhalb, theilweise 
ausserhalb der andern, sie schneiden sich daher in einer 
Kreislinie K Ebenso schneiden sich die beiden Kugel- 
flächen H und E'y welche aus den Mittelpunkten und 0' 
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mit gleichem Radius '^ OO beschrieben werden , in einem 
Kreise «; denn alle Punkte der Kugelfläche fi", also auch 
der Kugel Il\ welche innerhalb der Kugelfläche S liegen, 
liegen auch innerhalb der Fläche H, 

Ist A ein beliebiger Punkt der Kreislinie Ä der Flä- 
chen S und 'S y B der zu Ä zugehörige Halbirungspunkt 
von h, fio existirt in jeder Kreislinie x eines Flächenpaares 

Fig. 45. ^ ^^^ "^^ ®^^ Punkt P derart, dass es 

im Räume keinen von P verschiedenen 

Punkt P' gibt, so dass ABP ^ ABP' 
If^— :^ -Bj — 1^ ist; dabei geht der Punkt P von A aus 

stetig durch die Linien x der immer grös- 
seren Kugelflächenpaare hindurch. 

Der Punkt P wird ein Einziges von AB genannt, 
und für jede Kreislinie x auf die folgende Art bestimmt: 
Ist K ein beliebiger Punkt von x und nicht ein Einziges 




von AB, so kann nach 4) K um AB bis zur Rückkehr 

bewegt werden. Da ABO ^ ABO' ist , können die Punkte 

und 0' mit sammt ihren Kugelflächen um AB derart 
bewegt werden, dass der Punkt nach 0' und der Punkt 
0' nach kommt; dabei fällt die Kreislinie x der neuen 
Lage von Z und U' mit der Kreislinie h der ursprünglichen 
Lage zusammen, der Punkt K falle dabei nach Jf. Die 
Mitte der Linie KK' bestimmt den Punkt P der Linie x. 
Zu P bestimme man den zugehörigen Halbirungspunkt 
Q der Kreislinie x. Die Punkte P und Q sind die Mitten 
der beiden Bögen KK' , in welche die Linie x durch die 
Punkte K und K' zerlegt wird. Bei der obigen Bewegung 
um die Punkte A und B sind die Punkte P und Q die 
Ruhepunkte der Linie x, und dabei ist 

ÄBK^ABK und PQK^PQK. 



87 

Die Punkte P folgen von einem der Punkte A oder By 
etwa von Ay und die Punkte Q von B an stetig auf ein- 
ander, wenn die Flächenpaare S und 2' stetig, vom Flä- 
chenpaare 8 und S' an, auf einander folgen. 

Der InbegriflF aller Punkte P (ebenso der Punkte Q) 
ist eine stetige Linie, welche Gerade genannt wird. 

Haben zwei Gerade g und y zwei Punkte gemein , so 
fallen sie in allen Punkten zusammen. Sind nämlich 
und 0' die Mittelpunkte des ersten Kugelpaares der Ge- 
raden g j Sil und ß' die der Geraden y, P und Q die ge- 
meinsameq Punkte der beiden Geraden^ und y, so bewege 
man (wie im Vorigen) die Kugelsysteme der Mittelpunkte 
und £1 derart, dass sie mit den Kugelsystemen der 
Mittelpunkte 0' und ß' und umgekehrt zusammenfallen. 
Die Geraden g und y enthalten die Ruhepunkte der Kreis- 
linien bei dieser Bewegung um PQ, müssen also zusam- 
menfallen. Durch zwei Punkte ist daher eine und nur 
eine Gerade bestimmt. 

Die Gerade kann aus congruenten Siücken zusammen- 
gesetzt gedacht werden, nach den beiden entgegengesetzten 
Richtungen ins Unbegrenzte verlängert und jedes zwischen 
zwei Pufikten enthaltene Stück, welches eine Strecke 
genannt wird, ins Unbegrenzte getheilt werden. 

Der Abstand zweier Punkte wird durch die zwischen 
ihnen enthaltene Strecke bestimmt. 



8. 

Vermittelst der Geraden kann die Ebene auf die fol- 
gende Art erhalten werden: Eine Kreislinie als Durch- 
schnittslinie zweier gleicher Kugelflächen werde in im 
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Fig. 46. Punkten Ä und B halbirt. Durch die 

-ö Punkte Ä und B ist eine Gerade bestimmt ; 

/ \ es sei femer C die Mitte der Strecke AB. 

\ — "* 7^ Eine der beiden Hälften der Kreislinie 
\^ ' werde in I) halbirt, so ist durch die 
^ Punkte C und I) eine zweite Gerade CD 

bestimmt; welche senkrecht auf der Geraden AB ge- 
nannt wird. Dreht man die erhaltene Figur um AB, so 
beschreibt die Gerade CD eine Ebene. Denkt man sich 
diese Figur nochmals und legt sie mit der ersten so zu- 
sammen, dass die Geraden AB und BA sich decken, so 
werden auch die beiden Ebenen sich decken,- d. h. die 
beiden (entgegengesetzten) Seiten der Ebene sind gleich- 
artig. Jedem Punkt des Raumes auf der einen Seite der 
Ebene entspricht ein gleichliegender Punkt auf der ent- 
gegengesetzten Seite. 

Eine Gerade, welche zwei Punkte M und N mit der 
Ebene gemein hat, liegt vollständig in der Ebene. Denn 
bringt man die Gerade CD in eine solche Lage, dass sie 
durch den Punkt M geht und bewegt man sie um AB so 
lange bis sie wieder durch den Punkt N geht, so muss 
sie in den Zwischenlagen durch die Punkte der Geraden 
MN gegangen sein; denn sonst müsste eine auf der ent- 
gegengesetzten Seite der Ebene liegende gerade Linie 
existiren, welche ebenfalls durch die Punkte M und N geht. 
Durch drei Punkte A, By (7 ist eine und nur eine 
Ebene bestimmt. Hätten zwei Ebenen @ und 6' die drei 
Punkte A, B, C gemein, so hätten sie auch die drei Ge- 
raden AB, BC, CA gemein, welche auf jeder der beiden 
Ebenen eine (von drei geraden Linien gebildete) Figur 
ABC abgrenzen. Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene 6, 
so liegt derselbe entweder innerhalb oder ausserhalb dieser 
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Figur ABC. Liegt P innerhalb, so ziehe man die Gerade 
ÄP und verlängere dieselbe von P an ins Unbegrenzte, 
wodurch die Gerade BC in einem Punkte, etwa D, ge- 
schnitten wird. Die Gerade -4 D, also auch der Punkt P, 
liegen in beiden Ebenen. Liegt der Punkt P ausserhalb 
der Figur ABC und z. B. auf der entgegengesetzten Seite 
vt)n BC mit dem Punkte A, so ziehe man die Gerade PA, 
welche also die Gerade BC in einem Punkte, etwa 2), 
schneidet; u. s. w. 

Beschreibt man aus den Punkten A und B mit den 
(gleichen) Radien J.i) und P 2) Kugelflächen, so schneiden 
sich diese in einer Kreislinie, welche in der durch die 
Bewegung der Geraden CD erzeugten Ebene liegt. Dass 
eine solche Kreislinie einen Mittelpunkt hat, kann leicht 
bewiesen werden. Ist nämlich E die Mitte der zweiten 
Hälfte der Kreislinie über AB, so bilden die geraden 
Linien CD und CE eine Gerade, welche die Gerade AB 
im Punkte C schneidet, wie aus der Congruenz der vier 
Quadranten hervorgeht. Es ist dsiheT AC = BC = BC = EC, 
Durch fortgesetztes Halbiren der Bögen AB, DB, BE, 
EA kann nun die Gleichheit der Abstände eines jeden 
Punktes der Kreislinie vom Punkte C bewiesen werden. 
Der Punkt C ist daher der Mittelpunkt. 

Ist jedoch die Kreislinie der Durchschnitt zweier 
Kugelflächen mit verschiedenen Radien, so erfordert der 
Nachweis der Existenz des Mittelpunktes den Satz, dass 
von einem Punkte ausserhalb einer Geraden auf diese nur 
eine einzige Senkrechte möglich ist. Sind nämlich und 
0' die Mittelpunkte zweier sich schneidender Kugelflächen 
mit verschiedenen Radien, M ein beliebiger Punkt der 
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Schnittlinie, ßo ziehe man MPj_ OO. Die Distanz JfP 
ist für alle Punkte der Kreislinie constant, also P der 
Mittelpunkt. Die Kreislinie liegt in der von der Senk- 
rechten ifcfP (bei der Umdrehung um 00'^ beschriebenen 
Ebene. 



Zur ParaUelentheorie. 

6. 

Dass die Summe der Winkel eines Dreiecks 2JB be- 
trägt, hat Legendre durch den Nachweis, dass sie nicht 
grösser oder kleiner als 2i2 sein kann, zu beweisen 
gesucht. Der erste Theil des Beweises gelang ihm; für 
den zweiten musste er Voraussetzungen machen; die das 
Parallelenaxiom ersetzen. Von diesen Versuchen dürfte 
der nachstehende der einfachste sein: 

Durch einen Punkt innerhalb (der Schenkel) eines 
Winkels kann immer eine Gerade derart gezogen werden, 
dass sie die beiden Schenkel des Winkels schneidet. Da- 
mit lässt sich beweisen , dass die Summe der Winkel eines 
Dreiecks -4. J5 (7 nicht kleiner als 21? sein kann. Man lege 

an das Dreieck ABC das congruente 
BCD an und ziehe durch D eine Ge- 
rade EFj welche die Schenkel AB 
und AC schneidet. Wäre die Winkel- 
summe des Dreiecks ABC=2R — Xy 
die der. Dreiecke BDE und CDF 
resp. 2Ä — y und 2Ü — j&, so wäre 
2B — 2x — y —IS die Winkelsumme des Dreiecks AEF, 
dieselbe also <2l? — 2ir. Durch w malige Anwendung 
dieses Verfahrens erhält man ein Dreieck AMN^ in wel- 
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chem die Winkelsumme kleiner als 2Ä — 2"a?, also für ein 
hinreichend grosses n auch negativ sein könnte. 

6. 

Das anschaulichste Axiom hat W. Bolyai* ausge- 
sprochen: „Drei Punkte, die nicht in einer Geraden lie- 
gen, liegen immer auf einer Kugelfläche.*^ 

Die beiden Voraussetzungen: „1) Drei Punkte, die nicht 
in einer Geraden liegen, liegen auf einer Kugelfläche; 2) drei 
Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, liegen in dem 
Umfange eines Kreises" sind mit einander identisch. Denn 
die Senkrechte von dem Mittelpunkte der Kugel auf die 
Ebene der drei Punkte bestimmt den Mittelpunkt des 
Kreises, in dessen Umfang die drei gegebenen Punkte 
liegen;* und umgekehrt: jeder Punkt der Senkrechten im 
Mittelpunkt des Kreises auf die Ebene dieser drei Punkte 
kann als Mittelpunkt der Kugel genommen werden. 

Für den Beweis des Parallelenaxioms ist die Kennt- 
niss der Sätze der Artikel 1 — 12 und des Satzes, dass die 
Senkrechte in der Mitte einer Sehne eines Kreises durch 
dessen Mittelpunkt geht, erforderlich. 

Es seien in einer Ebene die beiden 
Geraden ÄÄ* und BB' gegeben, ferner sei 
C ein beliebiger Punkt der Geraden BB" 
und die Gerade CÄ_LÄÄ\ Ist nun der 
Winkelt (7 jy spitz, so schneiden sich die 
Geraden ÄÄ' und BB". Denn eine Senk- 
rechte vom Punkte Ä auf die Gerade CB 
bestimmt (durch ihren Fusspunkt und den 




* Kurzer Grundriss eines Versuchs etc. S. 46 findet sich folgende 
Stelle (ohne Beweis): „könnten jede 3 Punkte, die nicht in einer Ge- 
raden sind, in eine Sphäre fallen; so wäre das Eucl. Ax. XI. bewiesen." 
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Punkt C) auf letzterer eine Strecke von der Eigenschaft, 
dass für jeden beliebigen Punkt JB dieser Strecke der 
Winkel ABB spitz ist. Eine Gerade BD±BB fällt 
in das Innere des Winkels ABC des Dreiecks ABC, 
schneidet daher hinreichend verlängert die Seite AC in 
einem Punkte, etwa J9. Verlängert man die Strecke D -4 
um AE^DA und die Strecke DB um BF^DB, so 
liegen die drei Punkte D^ E^ F in dem Umfange eines 
Kreises; die Senkrechten vom Mittelpunkt desselben auf 
die Seiten DE und DF des Dreiecks DEF sind mit den 
Geraden AA' und BB identisch. Diese Geraden schnei- 
den sich daher in einem Punkte. 

Daraus folgt (mit Zuziehung des Artikels 10) unmittel- 
bar der Beweis des elften euclidischen Axioms. 

Anmerkung. Dass unter Voraussetzung der nichteudidischen 
Geometrie nicht jede drei Punkte, die nicht in einer Geraden sind, 
in dem Umfange eines Kreises liegen, ist bereits in der Anmerkung 
des Artikels 27 erwähnt worden. 



Erläuterungen. 

7. . 

Dass aus dieser Gleichung die sämmtlichen Formeln 
für das rechtwinklige Dreieck erhalten werden können^ 
wird so bewiesen: Es sei zunächst a und c <CB. Man 
^fif- *^- verlängere BA und BC derart, dass 

BA = BCr = R wird; ist D der 
Durchschnittspunkt der Bögen CA 
und CA', der mit A auf derselben Seite 
des Bogens BC liegt, so ist A'C'=B, 
CCr = E-a = D, 

Wendet man die erhaltene Gleich- 
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ung auf die Seiten AA und AB des bei AI rechtwinkli- 
gen Dreiecks AÄD an, so erhält man 

sin(ß. — c) = sin{R — b) sin{B — a) 

sin {B'-B) = sin {R — V) sinA 
oder 

cosc = cosb cosa 

cosJB=coshsinA, 

Auf analoge Weise wird der Beweis geführt, wenn 
c > R oder a und c > iJ sind. (W. Bolyai, tentamen 
. . . tomus secundus, p. 251 § 3). 



8. 
Aus den Gleichungen 
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Die erste Gleichung des Art. 46 ergibt sich unmittelbar. 
In der zweiten Gleichung vernachlässige man überdiess 

noch die Glieder mit -p-üä » ^^ ^®^ dritten und vierten 

c e 

Gleichung setze man ausserdem für die Ein- 
heit. 
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9. 



Dass für die Figuren, deren Dimensionen gegen Tc 
unendlich klein sind, die gewöhnliche Geometrie gilt, kann 
auch aus den Formeln für das rechtwinklige Dreieck er- 
halten werden. 

1) Aus den Gleichungen 1) und 2) des Art. 44 folgt 

a = csinA 
cosB = sinÄ d.h. Ä + B=R. 
Damit erhält man (nach Artikel 6) die gewöhnliche 
Geometrie. 

2) Dasselbe folgt auch aus dem Lobatschewsky'schen 
Beweise des Satzes , dass — unter der Voraussetzung die 
Winkelsumme eines endlichen Dreiecks ist kleiner als zwei 
Rechte — zu jedem Winkel als Parallel winke l sich die 
zugehörige Distanz finden lässt.* Der Beweis wird da- 
selbst auf folgende Art ge 
führt: „Ist BAC der gege- 
bene Winkel, so sei in dem 
bei B rechtwinkligen Drei- 
ecke ABC die Winkelsumme 
= 2iJ— a. Macht man JBD 
= ABj so ist die Winkel- 
summe des Dreiecks ADC=2R — 2cCy also die des Drei- 
ecks ADE <^ 2B — 2cCf wo DE ±. AD vorausgesetzt 
wird. Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens 
muss man zu einer Senkrechten gelangen, welche die Ge- 
rade AC nicht mehr schneidet. Es muss daher eine (näher 
an A liegende) Grenzlinie MN existiren, für welche die 
Senkrechten näher bei A die Gerade -4(7 schneiden; diese 



Fig. 50. 




* Geometrische Untersuchungen S. 19. 
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Senkrechte ist zu der Geraden AC parallel. Denn zieht 
man die Gerade MF unter einem beliebig kleinen Winkel 
mit dieser Grenzlinie und ist F ein Punkt derselben, so 
erhält man, wenn durch F die Gerade FG'JL AB gezogen 
wird, ein Dreieck AGH, in welches die Gerade MF ein- 
tritt, also hinreichend verlängert die Gerade AC in einem 
Punkte, etwa Ky schneidet." 

Setzt man AB = a, so werden für die Dreiecke ADE, 
. . die Seiten ^2>, . . resp. 2a, 2^a, . ♦ Ist im AP=2"a 
die Construction unmöglich, so muss 25 — 2"« — ... be- 
reits < JB + 5J.(7 geworden sein. Ist a unendlich klein, 
so muss a ebenfalls unendlich klein sein, weil sonst für 
eine unendlich kleine Distanz AF die Construction eines 
bei M rechtwinkligen Dreiecks unmöglich wäre. Der 
Grenzwerth der Winkelsumme des rechtwinkligen Dreiecks 
ABC muss daher mit dem Verschwinden der Seite AB 
die Grösse 2jB erreichen. (Vergl. Artikel 14, 1). 



10. 

Die vermittelst Integration erhaltenen Resultate der 
Artikel 58-^—60 und 64—69 können elementar durch die 
nachstehende Formel erhalten werden: Es ist der Grenz- 
werth des Productes Sh, wo 

ist, wenn A unendlich klein vorausgesetzt wird, 

limSh = . 

a 

Denn es ist 
Nun ist 
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also der (Ironzworlh -tur /////// 0) n. 

In Zoiclicn wird diesor Satz ansgod rückt, durch 

.r— (« — 1) /i 
;> - .0 

WO // : ■ ist und )? eiiio Tuiciidlicli ti^rosse Zahl bedeutet. 
Damit erhält man 

.' (n — li/i 



J 



shf.t'.h 1 -- ro,' 



.9./- 



,:r:(» 1)// 

I ( OS.lJf sin .1 . 

.• —0 

11, 

Ist tonn -■ p : (jf wo ;> und 7 Grenzhögen sind, so er- 
hält man fttUH'^ durch (.^onstrnction auf die folgende Art: 
Man construiro auf der Grenzfläche mit den Katheten 
AC -p, HC (/ das bei T rechtwinklige Dreieck Ali(\ 
Das Verhältniss der Segmente Jil) und DB, in welche 
die Hypotenuse AB durch die Gerade CD J_ A /> getheilt 
wird, ist ^fanv'^. Denn es ist 

A D : /) B . r A (!' : B C' fau 11'. 
Nimmt man irgend einen Grenzbogen als Linien - Einheit, 
so kann man nach Artikel 39, 2) das Verhältniss ylD : DB 
durch eine Linie darstellen. 
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